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Èâàí Ïåíêîâ è Ëóêà Ôðåññ

Ïîñâÿùàåòñÿ Ýðíåñòó Áîðèñîâè÷ó Âèíáåðãó

ê âîñüìèäåñÿòèëåòèþ

Àííîòàöèÿ. Ìû ðàñïðîñòðàíÿåì äâîéñòâåííîñòü Ìàöóêè íà ïðîèçâîëü-
íûå èíä-ìíîãîîáðàçèÿ ìàêñèìàëüíûõ îáîáù¼ííûõ ôëàãîâ, äðóãèìè ñëî-
âàìè, íà ëþáîå îäíîðîäíîå èíä-ìíîãîîáðàçèå G/B äëÿ êëàññè÷åñêîé èíä-
ãðóïïû G è ðàñùåïëÿþùåé Áîðåëåâñêîé èíä-ïîäãðóïïû B ⊂ G. Ñíà÷à-
ëà ìû ïðèâîäèì ÿâíóþ êîìáèíàòîðíóþ âåðñèþ äâîéñòâåííîñòè Ìàöóêè
â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå, âêëþ÷àþùóþ ÿâíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ K- è G0-
îðáèò íà G/B. Ïîñëå òîãî, êàê ìû äîêàçûâàåì äâîéñòâåííîñòü Ìàöóêè â
áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå, ìû äà¼ì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
íà Áîðåëåâñêóþ èíä-ïîäãðóïïó B ⊂ G äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îòêðûòûõ è
çàìêíóòûõ K- è G0-îðáèò íà G/B, ãäå

(
K,G0

)
� ñîãëàñîâàííàÿ ïàðà,

ñîñòîÿùàÿ èç ñèììåòðè÷åñêîé èíä-ïîäãðóïïû K è âåùåñòâåííîé ôîðìû
G0 èíä-ãðóïïû G.

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû ðàñïðîñòðàíÿåì äâîéñòâåííîñòü Ìàöóêè íà èíä-
ìíîãîîáðàçèÿ ìàêñèìàëüíûõ îáîáù¼ííûõ ôëàãîâ, òî åñòü, íà îäíîðîäíûå ïðî-
ñòðàíñòâà âèäà G/B äëÿ G = GL(∞), SL(∞), SO(∞), Sp(∞). Â ñëó÷àå êî-
íå÷íîìåðíîé ðåäóêòèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G, äâîéñòâåííîñòü Ìàöóêè
[6, 11, 12] ýòî áèåêöèÿ ìåæäó (êîíå÷íûì) ìíîæåñòâîì K-îðáèò íà G/B è ìíî-
æåñòâîì G0-îðáèò íà G/B, ãäå K ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïîé G è
G0 ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ôîðìîé G. Áîëåå òîãî, ýòà áèåêöèÿ îáðàùàåò îòíî-
øåíèÿ âêëþ÷åíèÿ íà çàìûêàíèÿõ îðáèò. Â ÷àñòíîñòè, çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà
îá åäèíñòâåííîñòè çàìêíóòîé G0-îðáèòû íà G/B, ñì. [19], ñëåäóåò ÷åðåç äâîé-
ñòâåííîñòü Ìàöóêè èç åäèíñòâåííîñòè îòêðûòîé (ïî Çàðèññêîìó) K-îðáèòû íà
G/B. Â ìîíîãðàôèè [7] äâîéñòâåííîñòü Ìàöóêè áûëà èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâå
îòïðàâíîé òî÷êè äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ öèêëîâ.

Åñëè G = GL(∞), SL(∞), SO(∞), Sp(∞) � êëàññè÷åñêàÿ èíä-ãðóïïà, òî
å¼ Áîðåëåâñêèå èíä-ïîäãðóïïû íå ÿâëÿþòñÿ íè G-ñîïðÿæ¼ííûìè, íè Aut(G)-
ñîïðÿæ¼ííûìè, ïîýòîìó ñóùåñòâåò ìíîãî èíä-ìíîãîîáðàçèé âèäà G/B. Ìû
ïîêàçûâàåì, ÷òî äâîéñòâåííîñòü Ìàöóêè ïðîäîëæàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíîå èíä-
ìíîãîîáðàçèå G/B, ãäå B � ðàñùåïëÿþùàÿ Áîðåëåâñêàÿ èíä-ïîäãðóïïà èíä-
ãðóïïû G, à G = GL(∞), SL(∞), SO(∞), Sp(∞). Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå
ñòðóêòóðà G0-îðáèò è K-îðáèò íà G/B ñëîæíåå, ÷åì â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå,
è âñåãäà ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî îðáèò.

Èçó÷åíèå G0-îðáèò íà G/B äëÿ G = GL(∞),SL(∞) áûëî íà÷àòî â ðàáî-
òå [9] è ïðîäîëæåíî â ðàáîòå [20]. Â ÷àñòíîñòè, â ñòàòüå [9] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

0Êëþ÷åâûå ñëîâà. Êëàññè÷åñêèå èíä-ãðóïïû, îáîáù¼ííûå ôëàãè, ñèììåòðè÷åñêèå ïàðû,
âåùåòâåííûå ôîðìû, Äâîéñòâåííîñòü Ìàöóêè.
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äëÿ íåêîòîðûõ âåùåñòâííûõ ôîðì G0 ñóùåñòâóþò ðàñùåïëÿþùèå Áîðåëåâ-
ñêèå èíä-ïîäãðóïïû B ⊂ G òàêèå, ÷òî G/B íå èìååò íè îòêðûòûõ, íè çàìêíó-
òûõ G0-îðáèò. Íàì íå èçâåñòíî î êàêèõ-ëèáî ïðåäøåñòâóþùèõ èññëåäîâàíèÿõ
K-îðáèò íà G/B äëÿ G = GL(∞),SL(∞),SO(∞),Sp(∞). Äâîéñòâåííîñòü, êî-
òîðóþ ìû óñòàíàâëèâàåì â ýòîé ñòàòüå, ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòðóêòóðà K-îðáèò
íà G/B ÿâëÿåòñÿ �çåðêàëüíûì îòðàæåíèåì� ñòðóêòóðû G0-îðáèò íà G/B. Â
÷àñòíîñòè, ôàêò, ÷òî G/B äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîé çàìêíóòîé G0-îðáèòû òå-
ïåðü ñëåäñòâèå î÷åâèäíîãî óòâåðæäåíèÿ, ÷òî G/B äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîé
îòêðûòîé ïî Çàðèññêîìó K-îðáèòû.

Íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
(G,K,G0) � îäíà èç òðîåê ïåðå÷èñëåííûõ â ðàçäåëå 2.1, ñîñòîÿùèõ èç êëàñ-
ñè÷åñêîé (êîìïëåêñíîé) èíä-ãðóïïû G, ñèììåòðè÷åñêîé èíä-ïîäãðóïïû K ⊂
G è ñîîòâåòñòâóþùåé âåùåñòâåííîé ôîðìû G0 ⊂ G. Ïóñòü B ⊂ G � ðàñ-
ùåïëÿþùàÿ Áîðåëåâñêàÿ èíä-ïîäãðóïïà òàêàÿ, ÷òî X := G/B ÿâëÿåòñÿ èíä-
ìíîãîîáðàçèåì ìàêñèìàëüíûõ îáîáù¼ííûõ ôëàãîâ (èçîòðîïíûõ äëÿ òèïîâ B,
C, D) ñëàáî ñîãëàñîâàííûõ ñ íåêîòîðûì áàçèñîì â V, ñîîòâåòñòâóþùèì âû-
áîðó K è G0 â ñìûñëå ðàçäåëîâ 2.1, 2.3. Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå ðàçëîæåíèå
G =

⋃
n≥1Gn è X =

⋃
n≥1Xn. Çäåñü Gn � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ

ãðóïïà, Xn � ïîëíîå ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ â Gn, è âëîæåíèå Xn ⊂ X, â ÷àñò-
íîñòè, Gn-ýêâèâàðèàíòíî. Ïîäãðóïïû Kn := K∩Gn è G0

n := G0∩Gn ÿâëÿþòñÿ,
ñîîòâåòñòâåííî, ñèììåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïîé è âåùåñòâåííîé ôîðìîé ãðóïïû
Gn. Ïîäðîáíîñòè ñì. â ðàçäåëå 4.4 .

Òåîðåìà 1. (a) Äëÿ âñåõ n ≥ 1 âêëþ÷åíèå Xn ⊂ X èíäóöèðóåò âëîæåíèå
ìíîæåñòâ îðáèò Xn/Kn ↪→ X/K è Xn/G

0
n ↪→ X/G0.

(b) Ñóùåñòâåò áèåêöèÿ Ξ : X/K→ X/G0 òàêàÿ, ÷òî äèàãðàììà

(1) Xn/Kn

Ξn
��

� � // X/K

Ξ

��
Xn/G

0
n
� � // X/G0

êîìóòàòèâíà. Çäåñü Ξn îçíà÷àåò äâîéñòâåííîñòü Ìàöóêè.
(c) Äëÿ êàæäîé K-îðáèòû O ⊂ X ïåðåñå÷åíèå O ∩ Ξ(O) ñîñòîèò èç

îäíîé K ∩G0-îðáèòû.
(d) Áèåêöèÿ Ξ îáðàùàåò îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ íà çàìûêàíèÿõ îðáèò.

Â ÷àñòíîñòè, Ξ îòîáðàæàåò îòêðûòûå (ñîîòâåòñòâåííî, çàìêíó-
òûå)K-îðáèòû â çàìêíóòûå (ñîîòâåòñòâåííî, îòêðûòûå)G0-îðáèòû.

Íà ñàìîì äåëå íàøè ðåçóëüòàòû íàìíîãî òî÷íåå: â ïðåäëîæåíèÿõ 7, 8, 9 ìû
ïîêàçûâåì, ÷òî X/K è X/G0 äîïóñêàþò îäíó è òó æå ÿâíóþ ïàðàìåòðèçà-
öèþ èíäóêòèâíûì ïðåäåëîì ïîäõîäÿùèõ îäèíàêîâûõ ïàðàìåòðèçàöèé Xn/Kn

è Xn/G
0
n. Ýòî âëå÷¼ò áèåêöèþ Ξ èç òåîðåìû 1 (b). Óòâåðæäåíèÿ (a) è (b) èç

òåîðåìû 1 óäîâëåòâîðÿþò íàøèì òðåáîâàíèÿì (39), (42), (43) íèæå. Òåîðåìà
1 (c) ñëåäóåò èç ñîîòâåòñâóþùèõ óòâåðæäåíèé â ïðåäëîæåíèÿõ 7, 8, 9. Íàêîíåö,
òåîðåìà 1 (d) ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû 1 (a) � (b), îïðåäåëåíèÿ èíä-òîïîëîãèè,
è èç ôàêòà, ÷òî äâîéñòâåííîñòü Ξn îáðàùàåò îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ íà çàìû-
êàíèÿõ îðáèò.

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà G = GL(∞) è K ⊂ G � èíä-ïîäãðóïïà, ñîõðàíÿ-
þùàÿ îðòîãîíàëüíóþ ôîðìó ω, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî îáà ìíîæåñòâà îðáèò X/K
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è X/G0 ïàðàìåòðèçóþòñÿ èíâîëþöèÿìè ω : N∗ → N∗ òàêèìè, ÷òî ω(`) = i(`)
äëÿ ïî÷òè âñåõ ` ∈ N∗, ãäå i � èíâîëþöèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ ìàòðèöåé ôîðìû
ω â ïîäõîäÿùåì áàçèñå íàòóðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ G (ñì. ðàçäåë 4.1).

Íàøè ìåòîäû îñíîâàíû íà êëàññèôèêàöèè ñèììåòðè÷åñêèõ ïîäãðóïï è âå-
ùåñòâåííûõ ôîðì êëàññè÷åñêèõ ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. Âîçìîæíî, áó-
äóùèå èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëÿò ïðèâåñòè äîêàçàòåëüñòâî íàøèõ ðåçóëüòàòîâ, íå
çàâèñÿùåå îò êëàññèôèêàöèè.

Îðãàíèçàöèÿ ñòàòüè. Â ðàçäåëå 2 ìû ââîäèì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêèõ
èíä-ãðóïï, ñèììåòðè÷åñêèõ èíä-ïîäãðóïï è âåùåñòâåííõ ôîðì. Ìû íàïîìè-
íàåì íåñêîëüêî îñíîâíûõ ôàêòîâ î êîíå÷íîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ôëàãîâ, à
òàêæå ïîíÿòèå èíä-ìíîãîîáðàçèÿ îáîáù¼ííûõ ôëàãîâ [4, 8]. Â ðàçäåëå 3 ìû
ñòðîèì ñîâìåñòíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ K- è G0-îðáèò äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ìíîãî-
îáðàçèé ôëàãîâ. Âîçìîæíî, ýòà ïàðàìåòðèçàöèÿ èçâåñòíà (ñì. [13, 21]), îäíàêî
ìû íå íàøëè ññûëêè, â êîòîðîé îíà áûëà áû ïðåäñòàâëåíà â òî÷íîñòè, êàê ó
íàñ. Ðàäè ïîëíîòû ñòàòüè ìû ïðèâîäèì ÿâíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ðåçóëüòà-
òîâ. Â ðàçäåëå 4 ìû èçëàãàåì íàøè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î ïàðàìåòðèçàöèè
K- è G0-îðáèò â èíä-ìíîãîîáðàçèÿõ îáîáù¼ííûõ ôëàãîâ. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ
âûøå òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ñëåäñòâèåì íàøèõ ðåçóëüòàòîâ. Â ñåêöèè
5 ìû óêàçûâàåì íåêîòîðûå äàëüíåéøèå ñëåäñòâèÿ èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

×åðåç N∗ ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. |A| îáî-
çíà÷àåò ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà íà n ñèìâîëàõ áóäåò
îáîçíà÷àòüñÿ Sn, à S∞ = lim

−→
Sn � áåñêîíå÷íàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà. ×à-

ñòî ìû áóäåì ïèñàòü wk äëÿ îáðàçà w(k) ýëåìåíòà k ïåðåñòàíîâêè w. ×åðåç
(k; `) ìû îáîçíà÷èì ïåðåñòàíîâêó, êîòîðàÿ ìåíÿåò ìåñòàìè k è `. Ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü ïîëóæèðíûå ñèìâîëû äëÿ îáîçíà÷åíèÿ èíä-ìíîãîîáðàçèé. Â êîíöå
ñòàòüè äàí ñïèñîê îáîçíà÷åíèé.

Áëàãîäàðíîñòè. Ìû áëàãîäàðèì Àëàíà Õàêëáåððè è Ìèõàèëà Èãíàòüåâà çà
ïîääåðæêó èäåè èçó÷åíèÿ äâîéñòâåííîñòè Ìàöóêè. Ìû òàêæå ïðèçíàòåëü-
íû ðåöåíçåíòó çà âäóì÷èâûå çàìå÷àíèÿ. Ïåðâûé àâòîð ïîëó÷èë ÷àñòè÷íóþ
ïîääåðæêó îò Íåìåöêîãî ôîíäà íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé DFG ÷åðåç ãðàíò PE
980/6 − 1. Âòîðîé àâòîð ïîëó÷èë ÷àñòè÷íóþ ïîääåðæêó îò Èçðàèëüñêîãî íà-
ó÷íîãî ôîíäà ISF ÷åðåç ãðàíò 797/14, à òàêæå îò ïðîåêòà ANR-15-CE40-0012.

2. Îáîçíà÷åíèÿ è èçâåñòíûå ôàêòû

2.1. Êëàññè÷åñêèå ãðóïïû è êëàññè÷åñêèå èíä-ãðóïïû. Ïóñòü V - êîì-
ëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ÷¼òíîé ðàçìåðíîñòè, ñ óïîðÿäî÷åííûì áàçè-
ñîì E = (e1, e2, . . .)
= (e`)`∈N∗ . Êàæäûé âåêòîð x ∈ V îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñòîëáöîì ñâîèõ êîîðäè-
íàò â áàçèñå E, è x 7→ x ýòî îòîáðàæàåíèå êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ïî îòíî-
øåíèþ ê áàçèñó E. Ìû ðàññìàòðèâàåì òàêæå êîíå÷íîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà
V = Vn := 〈e1, . . . , en〉C â V.

Êëàññè÷åñêàÿ èíä-ãðóïïà GL(∞) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

GL(∞) = G(E) := {g ∈ Aut(V) : g(e`) = e` äëÿ âñåõ `� 1} =
⋃
n≥1

GL(Vn).

Âåùåñòâåííûå ôîðìû èíä-ãðóïïû GL(∞) õîðîøî èçâåñòíû è âîñõîäÿò ê ðà-
áîòå Áàðàíîâà [1]. Íèæå ìû ïåðå÷èñëÿåì ñîãëàñîâàííûå ïàðû (K,G0), ãäå G0
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� âåùåñòâåííàÿ ôîðìà èíä-ãðóïïû G, à K � ñèììåòðè÷åñêàÿ èíä-ïîäãðóïïà
G. Ïàðû

(
K,G0

)
, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàåì, ñîãëàñîâàíû ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: äëÿ ðàçëîæåíèÿ G â êà÷åñòâå îáúåäèíåíèÿ
⋃
n GL (Vn), ïîäãðóïïà Kn :=

K∩GL (Vn) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû GL (Vn), Gn0 := G0∩
GL (Vn) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ôîðìîé ãðóïïû GL (Vn), è Kn ∩ G0

n � ìàêñè-
ìàëüíàÿ êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà G0

n.

2.1.1. Òèïû A1 è A2. ×åðåç Ω îáîçíà÷èì N∗ × N∗-ìàòðèöó âèäà

(2) Ω =

 J1 (0)
J2

(0)
. . .

 , ãäå


Jk ∈

{(
0 1
1 0

)
, (1)

}
(îðòîãîíàëüíûé
ñëó÷àé, òèï A1)

Jk =

(
0 1
−1 0

)
(ñèìïëåêòè÷åñêèé
ñëó÷àé, òèï A2)

Áèëèíåéíàÿ ôîðìà
ω(x, y) := txΩy (x, y ∈ V)

ñèììåòðè÷íà äëÿ òèïà A1 è ñèìïëåêòè÷íà äëÿ òèïà A2, â òî âðåìÿ êàê îòîá-
ðàæåíèå

γ(x) := Ωx (x ∈ V)

ýòî èíâîëþöèÿ ïðîñòðàíñòâà V äëÿ òèïà A1 è àíòèèíâîëþöèÿ äëÿ òèïà A2.
Ïóñòü

K = G(E,ω) := {g ∈ G(E) : ω(gx, gy) = ω(x, y) ∀x, y ∈ V}
è

G0 := {g ∈ G(E) : γ(gx) = gγ(x) ∀x ∈ V}.

2.1.2. Òèï A3. Çàôèêñèðóåì (íåòðèâèàëüíîå) ðàçëîæåíèå N∗ = N+ t N− è
ïîëîæèì

(3) Φ =

 ε1 (0)
ε2

(0)
. . .

 ,

ãäå ε` = 1 for ` ∈ N+ è ε` = −1 äëÿ ` ∈ N−. Òàêèì îáðàçîì

φ(x, y) := txΦy (x, y ∈ V)

� Ýðìèòîâà ôîðìà ñèãíàòóðû (|N+|, |N−|) è
δ(x) := Φx (x ∈ V)

� èíâîëþöèÿ. Íàêîíåö ïîëîæèì

K := {g ∈ G(E) : δ(gx) = gδ(x) ∀x ∈ V}
è

G0 := {g ∈ G(E) : φ(gx, gy) = φ(x, y) ∀x, y ∈ V}.

Òèïû B, C, D. Äàëåå, ìû îïèøåì ïàðû (K,G0), ñâÿçàííûå ñ äðóãèìè êëàñ-
ñè÷åñêèìè èíä-ãðóïïàìè SO(∞) è Sp(∞). Ïóñòü G = G(E,ω), ãäå ω � (ñèì-
ìåòðè÷åñêàÿ èëè ñèìïëåêòè÷åñêàÿ) áèëèíåéíàÿ ôîðìà, çàäàþùàÿñÿ ìàòðèöåé
Ω êàê è â (2). Ñ ó÷¼òîì (2), äëÿ êàæäîãî ` ∈ N∗ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî
`∗ ∈ N∗ òàêîå, ÷òî

ω(e`, e`∗) 6= 0.

Äàëåå, `∗ ∈ {`− 1, `, `+ 1}. Îòîáðàæåíèå ` 7→ `∗ ýòî èíâîëþöèÿ ìíîæåñòâà N∗.
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2.1.3. Òèïû BD1 è C2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìà ω ñèììåòðè÷íà äëÿ òèïà
BD1 è ñèìïëåêòè÷íà äëÿ òèïà C2. Çàôèêñèðóåì (íåòðèâèàëüíîå) ðàçëîæåíèå
N∗ = N+ tN− òàêîå, ÷òî

∀` ∈ N∗, ` ∈ N+ ⇔ `∗ ∈ N+

è îãðàíè÷åíèå ôîðìû ω íà êàæäîå ïîäïðîñòðàíñòâî V+ := 〈e` : ` ∈ N+〉C è
V− := 〈e` : ` ∈ N−〉C íåâûðîæäåíî. Ïóñòü Φ, φ, δ � òàêèå æå êàê è â ðàçäåëå
2.1.2. Òîãäà ïîëîæèì

K := {g ∈ G(E,ω) : δ(gx) = gδ(x) ∀x ∈ V}(4)

è

G0 := {g ∈ G(E,ω) : φ(gx, gy) = φ(x, y) ∀x, y ∈ V}.(5)

2.1.4. Òèïû C1 è D3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìà ω ñèììåòðè÷íà äëÿ òèïà D3 è
ñèìïëåêòè÷íà äëÿ òèïà C1. Çàôèêñèðóåì ðàçëîæåíèå N∗ = N+ tN−, óäîâëå-
òâîðÿþùåå

∀` ∈ N∗, ` ∈ N+ ⇔ `∗ ∈ N−.
Çàìåòèì, ÷òî èç-çà ýòîãî êàæäûé áëîê Jk â (2) äîëæåí èìåòü ðàçìåð 2. Â ýòîé
ñèòóàöèè V+ := 〈e` : ` ∈ N+〉C è V− := 〈e` : ` ∈ N−〉C ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíû-
ìè èçîòðîïíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè äëÿ ôîðìû ω. Îïðåäåëèì Φ, φ, δ òàê æå
êàê è â ðàçäåëå 2.1.2. Íàêîíåö, îïðåäåëèì èíä-ïîäãðóïïû K,G0 ⊂ G êàê â (4),
(5).

Êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé. Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ïåðåñå÷åíèÿ
G = G∩GL (Vn), K = K∩GL (Vn), G0 = G0∩GL (Vn), ãäå ÷èñëî n = 2m ÷¼òíîå
äëÿ òèïîâ A2, C1, C2 è D3. Äëÿ òèïîâ A3, BD1 è C2, ïîëàãàåì (p, q) = (|N+ ∩
{1, . . . , n}|, |N− ∩ {1, . . . , n}|). ×åðåç H îáîçíà÷àåì òåëî êâàòåðíèîíîâ. Òàêèì
îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêèå êîíå÷íîìåðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ïàðû è
âåùåñòâåííûå ôîðìû (ñì., íàïðèìåð, [2, 15, 16]).

type G := G ∩GL (Vn) K := K ∩GL (Vn) G0 := G0 ∩GL (Vn)

A1 On(C) GLn(R)

A2 GLn(C) Spn(C) GLm(H)

A3 GLp(C)×GLq(C) Up,q(C)

BD1 On(C) Op(C)×Oq(C) Op,q(C)

C1
Spn(C)

GLm(C) Spn(R)

C2 Spp(C)× Spq(C) Spp,q(C)

D3 On(C) = O2m(C) GLm(C) O∗n(C)

Â êàæäîì ñëó÷àå âåùåñòâåííàÿ ôîðìà G0 ïîëó÷àåòñÿ èç K òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ïåðåñå÷åíèå K∩G0 áûëî ìàêñèìàëüíîé êîìïàêòíîé ïîäãðóïïîé G0. Íà-
îáîðîò, K ïîëó÷àåòñÿ èç G0 êàê êîìïëåêñèôèêàöèÿ ìàêñèìàëüíîé êîìïàêòíîé
ïîäãðóïïû.

2.2. Êîíå÷íîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ. Íàïîìíèì, ÷òî V = Vn. Ìíî-
ãîîáðàçèå ôëàãîâ X := GL(V )/B = {gB : g ∈ GL(V )} (äëÿ Áîðåëåâñêîé ïîä-
ãðóïïû B ⊂ GL(V )) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìíîæåñòâî Áîðåëåâñêèõ ïîä-
ãðóïï {gBg−1 : g ∈ GL(V )} èëè êàê ìíîæåñòâî ïîëíûõ ôëàãîâ

(6)
{
F = (F0 ⊂ F1 ⊂ . . . ⊂ Fn = V ) : dimFk = k äëÿ âñåõ k

}
.
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Äëÿ êàæäîãî ïîëíîãî ôëàãà F îáîçíà÷èì ÷åðåç BF := {g ∈ GL(V ) : gF = F}
ñîòâåòñòâóþùóþ Áîðåëåâñêóþ ïîäãðóïïó. Åñëè (v1, . . . , vn) � áàçèñ ïðîñòðàí-
ñòâà V , òî ìû áóäåì ïèñàòü

F(v1, . . . , vn) :=
(
0 ⊂ 〈v1〉C ⊂ 〈v1, v2〉C ⊂ . . . ⊂ 〈v1, . . . , vn〉C

)
∈ X.

Ðàçëîæåíèå Áðþà. Äâîéíîå ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ X × X èìååò êîíå÷íîå
÷èñëî GL(V )-îðáèò, ïàðàìåòðèçóåìûõ ïåðåñòàíîâêàìè w ∈ Sn. Â ñàìîì äåëå,
åñëè äàíû äâà ôëàãà F = (Fk)nk=0 è F ′ = (F ′`)

n
`=0, òî ñóùåñòâåò åäèíñòâåííàÿ

ïåðåñòàíîâêà w =: w(F ,F ′) òàêàÿ, ÷òî
dimFk ∩ F ′` =

∣∣{j ∈ {1, . . . , `} : wj ∈ {1, . . . , k}
}∣∣.

Ïåðåñòàíîâêà w(F ,F ′) íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ïîçèöèåé ïàðû (F ,F ′) ∈
X ×X. Ïðè ýòîì

X ×X =
⊔

w∈Sn

Ow, ãäå Ow :=
{

(F ,F ′) ∈ X ×X : w(F ,F ′) = w
}
,

åñòü ðàçëîæåíèå X ×X â îáúåäèíåíèå GL(V )-îðáèò. Åäèíñòâåííàÿ çàìêíóòàÿ
îðáèòà ýòî Oid, è åäèíñòâåííàÿ îòêðûòàÿ îðáèòà ýòî Ow0

, ãäå w0 � èíâîëþöèÿ,
çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì w0(k) = n − k + 1 äëÿ âñåõ k. Îòîáðàæåíèå Ow 7→ Ow0w

ýòî èíâîëþöèÿ íà ìíîæåñòâå îðáèò, è îíà îáðàùàåò îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ íà
çàìûêàíèÿõ îðáèò. Ïðåäñòàâèòåëè Ow îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ
êàæäîãî áàçèñà (v1, . . . , vn) of V ìû èìååì(

F(v1, . . . , vn),F(vw1 , . . . , vwn)
)
∈ Ow.

Ìíîãîîáðàçèå èçîòðîïíûõ ôëàãîâ. Ïóñòü V îáëàäàåò íåâûðîæäåííîé ñèì-
ìåòðè÷åñêîé èëè ñèìïëåêòè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìîé ω. Äëÿ ïîäïðîñòðàí-
ñòâà F ⊂ V , ïîëîæèì F⊥ = {x ∈ V : ω(x, y) = 0 ∀y ∈ F}. Ìíîãîîáðàçèå
èçîòðîïíûõ ôëàãîâ Xω ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì â X, ãäå

(7) Xω = {F = (Fk)nk=0 ∈ X : F⊥k = Fn−k ∀k = 0, . . . , n}.
Îíî îáëàäàåò òðàíçèòèâíî äåéñòâóþùåé ïîäãðóïïîé G(V, ω) ⊂ GL(V ) àâòî-
ìîðôèçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ ôîðìó ω.

Ëåììà 1. (a) Äëÿ êàæäîãî ýíäîìîðôèçìà f ∈ End(V ), îáîçíà÷èì ÷åðåç f∗ ∈
End(V ) ýíäîìîðôèçì, ñîïðÿæ¼ííûé ê f îòíîñèòåëüíî ôîðìû ω. Ïóñòü H ⊂
GL(V ) ïîäãðóïïà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

(8) C[g∗g] ∩GL(V ) ⊂ H äëÿ âñåõ g ∈ H.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F ∈ Xω è F ′ ∈ Xω ïðèíàäëåæàò îäíîé H-îðáèòå â X.
Òîãäà îíè ïðèíàäëåæàò îäíîé H ∩G(V, ω)-îðáèòå â Xω.
(b) Ïóñòü H = {g ∈ GL(V ) : g(V+) = V+, g(V−) = V−}, ãäå V = V+ ⊕ V− ýòî
ðàçëîæåíèå òàêîå, ÷òî (V ⊥+ , V

⊥
− ) = (V+, V−) èëè (V−, V+). Òîãäà (8) âûïîëíÿ-

åòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Îòìåòèì, ÷òî G(V, ω) = {g ∈ GL(V ) : g∗ = g−1}. Ðàñ-
ñìîòðèì ýëåìåíò g ∈ H òàêîé, ÷òî F ′ = gF . Ðàâåíñòâî (gF )⊥ = (g∗)−1F⊥

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ F ⊂ V . Òàê êàê F è F ′ ïðèíàäëåæàò
Xω, ìû ïîëó÷àåì F ′ = (g∗)−1F , ïîýòîìó g∗gF = F . Ïóñòü g1 = g∗g. Ñîãëàñíî
[10, Ëåììà 1.5] ñóùåñòâåò ïîëèíîì P (t) ∈ C[t] òàêîé, ÷òî P (g1)2 = g1. Ïîëî-
æèì h = P (g1). Òîãäà h ∈ GL(V ) (òàê êàê h2 = g1 ∈ GL(V )), è èç (8) âûòåêàåò,
÷òî íà ñàìîì äåëå h ∈ H. Äàëåå, h∗ = h (ïîñêîëüêó h ∈ C[g1] è g∗1 = g1) è
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hF = F ( òàê êàê è êàæäîå ïîäïðîñòðàíñòâî â F ÿâëÿåòñÿ g1-ïîäìîäóëåì è,
ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå h-ïîäìîäóëåì). Ïîëîæèì h1 := gh−1 ∈ H. Òîãäà, ñ îäíîé
ñòîðîíû,

h∗1 = (h∗)−1g∗ = h−1g1g
−1 = h−1h2g−1 = hg−1 = h−11 .

Ïîýòîìó h1 ∈ H∩G(V, ω). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, h1F = gh−1F = gF = F ′, è ÷àñòü
(a) äîêàçàíà.
(b) Ðàâåíñòâî g∗(gF )⊥ = F⊥ (êîòîðîå óæå óïîìèíàëîñü), ïðèìåíÿåìîå ê F =
V±, äà¼ò g

∗ ∈ H, è òàêèì îáðàçîì g∗g ∈ H, åñëè g ∈ H. Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ
(8). �

Çàìå÷àíèå 1. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1 (a) íàâåÿíà íàì [10, �1.4]. Â ðà-
áîòàõ [14, 17] ÷èòàòåëü íàéä¼ò àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû è îáîáùåíèÿ.

2.3. Èíä-ìíîãîîáðàçèÿ îáîáù¼ííûõ ôëàãîâ. Íàïîìíèì, ÷òî V îáîçíà-
÷àåò êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ÷¼òíîé ðàçìåðíîñòè, ñ óïîðÿäî÷åí-
íûì áàçèñîì E = (e`)`∈N∗ .

Îïðåäåëåíèå 1 ([4]). Ïóñòü F áóäåò öåïüþ ïîäïðîñòðàíñòâ â V, òî åñòü,
ìíîæåñòâîì ïîäïðîñòðàíñòâ èç V, ïîëíîñòüþ óïîðÿäî÷åííûì ïî âêëþ÷åíèþ
. Ïóñòü F ′ (ñîîòâåòñòâåííî F ′′) � ïîäöåïü, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ F ∈ F ñ íåïî-
ñðåäñòâåííûì ïîñëåäóþùèì (ñîîòâåòñòâåííî ïðåäûäóùèì) ýëåìåíòîì. ×åðåç
s(F ) ∈ F ′′ ìû îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåå çà F ∈
F ′.

Îáîáù¼ííûé ôëàã â V ýòî öåïü ïîäïðîñòðàíñòâ F òàêàÿ ÷òî:

(i) êàæäûé F ∈ F îáëàäàåò íåïîñðåäñòâåííî ïîñëåäóþùèì èëè ïðåäûäó-
ùèì ýëåìåíòîì, òî åñòü, F = F ′ ∪ F ′′;

(ii) äëÿ êàæäîãî v ∈ V \ {0} ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî
Fv ∈ F ′ òàêîå, ÷òî v ∈ s(Fv) \ Fv, òî åñòü, V \ {0} =

⋃
F∈F ′(s(F ) \ F ).

Îáîáù¼ííûé ôëàã íàçûâåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè îí íå ñîäåðæèòñÿ íè â
êàêîì äðóãîì îáîáù¼ííîì ôëàãå. Â ÷àñòíîñòè, F ìàêñèìàëåí òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà dim s(F )/F = 1 äëÿ âñåõ F ∈ F ′.

Îáîçíà÷åíèå 1. Ïóñòü σ : N∗ → (A,≺)� ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå íà ïîë-
íîñòüþ óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü v = (v1, v2, . . .) � áàçèñ â V. Äëÿ
êàæäîãî a ∈ A ïîëîæèì

F ′a := 〈v` : σ(`) ≺ a〉C, F ′′a := 〈v` : σ(`) � a〉C.
Òîãäà F = Fσ(v) := {F ′a, F ′′a : a ∈ A} � îáîáù¼ííûé ôëàã, òàêîé ÷òî F ′ = {F ′a :
a ∈ A}, F ′′ = {F ′′a : a ∈ A}, è s(F ′a) = F ′′a äëÿ âñåõ a. Ìû íàçûâàåì òàêîé
îáîáù¼ííûé ôëàã ñîãëàñîâàííûì ñ áàçèñîì v.

Áîëåå òîãî, Fσ(v) ìàêñèìàëåí, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòîáðàæåíèå σ
áèåêòèâíî.

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàù¼ííîå îáîçíà÷åíèå Fσ := Fσ(E).
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî îáîáù¼ííîãî ôëàãà ñóùåñòâóåò ñîãëàñîâàííûé ñ

íèì áàçèñ [4, ïðåäëîæåíèå 4.1]. Îáîáù¼ííûé ôëàã ñëàáî ñîãëàñîâàí ñ E, åñëè îí
ñîãëàñîâàí ñ íåêîòîðûì áàçèñîì v òàêèì, ÷òî E \(E∩v) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
(àíàëîãè÷íî, dimV/〈E ∩ v〉C <∞).

Ãðóïïà G(E) (òàê æå êàê è Aut(V)) äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå îáîáù¼ííûõ
ôëàãîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Ïóñòü PF ⊂ G(E) îáîçíà÷àåò èíä-ïîäãðóïïó,
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ñîñòîÿùóþ èç ýëåìåíòîâ ñîõðàíÿþùèõ F . Ýòî çàìêíóòàÿ èíä-ïîäãðóïïà ãðóï-
ïûG(E). Åñëè F ñîãëàñîâàí ñ E, òî PF � ðàñùåïëÿþùàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ èíä-
ïîäãðóïïà â G(E) â òîì ñìûñëå, ÷òî îíà ëîêàëüíî ïàðàáîëè÷åñêàÿ (òî åñòü,
ñóùåñòâóåò èñ÷åðïàíèå G(E) êîíå÷íîìåðíûìè ðåäóêòèâíûìè àëãåáðàè÷åñêè-
ìè ïîäãðóïïàìè Gn òàêèìè, ÷òî âñå ïåðåñå÷åíèÿ PF ∩ Gn � ïàðàáîëè÷åñêèå
ïîäãðóïïû â Gn) è ñîäåðæèò Êàðòàíîâñêóþ èíä-ïîäãðóïïó H(E) ⊂ G(E), ñî-
ñòîÿùóþ èç äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî áàçèñà E. Áîëåå òîãî, åñëè
F ìàêñèìàëåí, òîãäà BF := PF ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëÿþùåé Áîðåëåâñêîé èíä-
ïîäãðóïïîé (òî åñòü âñå âûøåóïîìÿíóòûå ïåðåñå÷åíèÿ BF ∩Gn ñóòü Áîðåëåâ-
ñêèå ïîäãðóïïû â Gn).

Îïðåäåëåíèå 2 ([4]). Äâà îáîáù¼ííûõ ôëàãà F ,G íàçûâàþòñÿ E-ñîèçìåðèìûìè,
åñëè F ,G ñëàáî ñîãëàñîâàíû ñ E, è ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì φ : F → G óïîðÿ-
äî÷åííûõ ìíîæåñòâ è êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊂ V òàêèå, ÷òî

(i) φ(F ) + U = F + U äëÿ âñåõ F ∈ F ;
(ii) dimφ(F ) ∩ U = dimF ∩ U äëÿ âñåõ F ∈ F .

E-ñîèçìåðèìîñòü � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå îáîáù¼ííûõ
ôëàãîâ ñëàáî ñîãëàñîâàííûõ ñ E. Íà ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ïðåäëî-
æåíèþ, êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîñòîèò èç îäíîé G(E)-îðáèòû. Åñëè
F îáîáù¼ííûé ôëàã ñëàáî ñîãëàñîâàí ñ E, ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç X(F , E) ìíî-
æåñòâî îáîáù¼ííûõ ôëàãîâ, êîòîðûå E-ñîèçìåðèìû ñ F .

Ïðåäëîæåíèå 1 ([4]). Ìíîæåñòâî X = X(F , E) îáëàäàåò åñòåñòâåííîé
ñòðóêòóðîé èíä-ìíîãîîáðàçèÿ. Äàëåå,X ÿâëÿåòñÿG(E)-îäíîðîäíûì èíä-ìíîãîîáðàçèåì

è îòîáðàæåíèå g 7→ gF èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì èíä-ìíîãîîáðàçèéG(E)/PF
∼→

X.

Ïðåäëîæåíèå 2 ([5]). Ïóñòü σ : N∗ → (A,≺) è τ : N∗ → (B,≺) � äâà
ñþðúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèÿ íà ïîëíîñòüþ óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà.

(a) Êàæäûé E-ñîãëàñîâàííûé îáîáù¼ííûé ôëàã â X(Fσ, E) èìååò âèä Fσw
äëÿ w ∈ S∞. Áîëåå òîãî, Fσw = Fσw′ ⇔ w′w−1 ∈ Stabσ := {v ∈ S∞ :
σv = σ}.

(b) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Fτ ìàêñèìàëåí (òî åñòü, τ � áèåêöèÿ), è, òàêèì
îáðàçîì, BFτ � ðàñùåïëÿþùàÿ Áîðåëåâñêàÿ èíä-ïîäãðóïïà. Êàæäàÿ
BFτ -îðáèòà â X(Fσ, E) ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò âèäà Fσw
äëÿ w ∈ S∞/Stabσ.

(c) Â ÷àñòíîñòè, åñëè Fσ è Fτ îáà ìàêñèìàëüíû (òî åñòü, σ, τ � áèåê-
öèè), òî

X(Fτ , E)×X(Fσ, E) =
⊔

w∈S∞

(OOOτ,σ)w,

ãäå

(OOOτ,σ)w := {(gFτ , gFσw) : g ∈ G(E)}

� ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà X(Fτ , E)×X(Fσ, E) íà G(E)-îðáèòû.

Çàìå÷àíèå 2. Îðáèòà (OOOτ,σ)w èç ïðåäëîæåíèÿ 2 (c) íà ñàìîì äåëå ñîñòîèò èç
âñåõ ïàð îáîáù¼ííûõ ôëàãîâ (Fτ (v),Fσw(v)) ñëàáî ñîãëàñîâàííûõ ñ áàçèñîì
v = (v1, v2, . . .).
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Ïðåäïîëîæèì, V îáëàäàåò íåâûðîæäåííîé ñèììåòðè÷åñêîé èëè ñèìïëåêòè-
÷åñêîé ôîðìîé ω, çíà÷åíèÿ êîòîðîé íà ýëåìåíòàõ áàçèñà E ìîãóò áûòü ïîëó-
÷åíû èç ìàòðèöû Ω â (2).

Îïðåäåëåíèå 3. Îáîáù¼ííûé ôëàã F íàçûâåòñÿ ω-èçîòðîïíûì, åñëè îòîá-
ðàæåíèå F 7→ F⊥ := {x ∈ V : ω(x, y) = 0 ∀y ∈ F} ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé
îáîáù¼ííîãî ôëàãà F .

Ïðåäëîæåíèå 3 ([4]). Ïóñòü F åñòü ω-èçîòðîïíûé îáîáù¼ííûé ôëàã ñëà-
áî ñîãëàñîâàííûé ñ E. Ìíîæåñòâî Xω(F , E) âñåõ ω-èçîòðîïíûõ îáîáù¼ííûõ
ôëàãîâ, êîòîðûå E-ñîèçìåðèìû ñ F , ÿâëÿåòñÿ G(E,ω)-îäíîðîäíûì, çàìêíó-
òûì èíä-ïîäìíîãîîáðàçèåì â X(F , E).

Íàêîíåö, ìû õîòåëè áû îòìåòèòü, ÷òî îäíà èç îñíîâíûõ îñîáåííîñòåé èíä-
ãðóïï ýòî ôàêò, ÷òî èõ Áîðåëåâñêèå ïîäãðóïïû íå Aut(G)-ñîïðÿæåíû. Âîò òðè
ïðèìåðà ìàêñèìàëüíûõ îáîáù¼ííûõ ôëàãîâ â V, ñîãëàñîâàííûõ ñ áàçèñîì E,
è òàêèõ, ÷òî èõ ñòàáèëèçàòîðû â G(E) ïîïàðíî íå Aut(G)-ñîïðÿæåíû. Áîëåå
ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ýòèõ ïðèìåðîâ ñì. â [4].

Ïðèìåð 1. (a) Ïóñòü σ1 : N∗ → (N∗, <), ` 7→ `. Îáîáù¼ííûé ôëàã Fσ1
ýòî âîñ-

õîäÿùàÿ öåïî÷êà ïîäïðîñòðàíñòâ Fσ1
= {0 = F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ . . .}, èçîìîðôíàÿ

óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó (N, <) .

(b) Ïóñòü σ2 : N∗ →
(
{ 1n : n ∈ Z∗}, <

)
, ` 7→ (−1)`

` . Îáîáù¼ííûé ôëàã Fσ2
ýòî

öåïü âèäà Fσ2
= {0 = F0 ⊂ F1 ⊂ . . . ⊂ F−2 ⊂ F−1 = V} íå èçîìîðôíàÿ êàê

óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâó â (Z, <).
(c) Ïóñòü σ3 : N∗ → (Q, <) - áèåêöèÿ. Â ýòîì ñëó÷å íåò ïîäïðîñòðàíñòâ F ∈ Fσ3 ,
ó êîòîðûõ åñòü îäíîâðåìåííî íåïîñðåäñòâåííî ïîñëåäóþùåå è íåïîñðåäñòâåííî
ïðåäûäóùåå ïîäïðîñòðàíñòâî.

3. Ïàðàìåòðèçàöèÿ îðáèò â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå

Â ðàçäåëàõ 3.1-3.3, ìû ïðèâîäèì ÿâíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ K- è G0-îðáèò â
êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Âñå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäñòàâëåííû â ðàçäåëå 3.5.

3.1. Òèïû A1 è A2. Îáîçíà÷åíèÿ òàêèå æå, êàê è â ðàçäåëå 2.1.1. Ïðîñòðàí-
ñòâî V = Vn := 〈e1, . . . , en〉C îáëàäàåò ñèììåòðè÷åñêîé èëè ñèìïëåêòè÷åñêîé
áèëèíåéíîé ôîðìîé ω(x, y) = tx · Ω · y è ñîïðÿæåíèåì γ(x) = Ωx, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà V îòîáðàæåíèé ω, γ, ââåä¼ííûõ â ðàçäåëå 2.1. Ýòî
ïîçâîëÿåò íàì îïðåäåëèòü äâå èíâîëþöèè ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ X:

F = (F0, . . . , Fn) 7→ F⊥ := (F⊥n , . . . , F
⊥
0 ) è F 7→ γ(F) := (γ(F0), . . . , γ(Fn)),

ãäå F⊥ ⊂ V îáîçíà÷àåò ïîäïðîñòðàíñòâî, îðòîãîíàëüíîå F ïî îòíîøåíèþ ê
ôîðìå ω.

Ïîëîæèì K = {g ∈ GL(V ) : g ñîõðàíÿåò ω} è G0 = {g ∈ GL(V ) : γg = gγ}.
×åðåç In ⊂ Sn ìû îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî èíâîëþöèé. Åñëè n = 2m ÷¼ò-

íîå, òîãäà I′n ⊂ In áóäåò ïîäìíîæåñòâîì èíâîëþöèé áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü w ∈ In. Çàäàäèì ε := 1 äëÿ òèïà A1 è ε := −1 äëÿ
òèïà A2. Áàçèñ (v1, . . . , vn) â V òàêîé, ÷òî

ω(vk, v`) =

 1, åñëè wk = ` ≥ k
ε, åñëè wk = ` < k
0, åñëè wk 6= `

äëÿ âñåõ k, ` ∈ {1, . . . , n}
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íàçûâàåòñÿ w-äâîéñòâåííûì. Áàçèñ (v1, . . . , vn) â V òàêîé, ÷òî

γ(vk) =

{
εvwk , åñëè wk ≥ k
vwk , åñëè wk < k

äëÿ âñåõ k ∈ {1, . . . , n}

íàçûâàåòñÿ w-ñîïðÿæ¼ííûì. Ïîëîæèì

Ow := {F(v1, . . . , vn) : (v1, . . . , vn) � w-äâîéñòâåííûé áàçèñ},

Ow := {F(v1, . . . , vn) : (v1, . . . , vn) � w-ñîïðÿæ¼ííûé áàçèñ}.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü Iεn = In äëÿ òèïà A1 è Iεn = I′n äëÿ òèïà A2.
Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ Ow è w0, ââåä¼ííûå â ðàçäåëå 2.2.

(a) Äëÿ êàæäîãî w ∈ Iεn ìû èìååì Ow 6= ∅, Ow 6= ∅ è Ow ∩ Ow =
{F(v1, . . . , vn) : (v1, . . . , vn) w-äâîéñòâåí è w-ñîïðÿæ¼í} 6= ∅.

(b) Äëÿ êàæäîãî w ∈ Iεn,

Ow = {F ∈ X : (F⊥,F) ∈ Ow0w} è Ow = {F ∈ X : (γ(F),F) ∈ Ow}.

(c) Ïîäìíîæåñòâà Ow (w ∈ Iεn) ñóòü â òî÷íîñòè K-îðáèòû èç X. Ïîä-
ìíîæåñòâà Ow (w ∈ Iεn) ñóòü â òî÷íîñòè G

0-îðáèòû èç X.
(d) Îòîáðàæåíèå Ow 7→ Ow åñòü äâîéñòâåííîñòü Ìàöóêè.

3.2. Òèï A3. Îáîçíà÷åíèÿ òàêèå æå êàê è â ðàçäåëå 2.1.2: ïðîñòðàíñòâî V =
Vn = 〈e1, . . . , en〉C îáëàäàåò Ýðìèòîâîé ôîðìîé φ(x, y) = txΦy è ñîïðÿæåíèåì
δ(x) = Φx, ãäå Φ ýòî äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ε1, . . . , εn ∈ {+1,−1}
(ýòà ìàòðèöà íè ÷òî èíîå, êàê ëåâûé âåðõíèé n×n-óãîë ìàòðèöû Φ èç ðàçäåëà
2.1).

Çàäàäèì V+ = 〈ek : εk = 1〉C è V− = 〈ek : εk = −1〉C. Òîãäà V = V+ ⊕ V−.
Ïóñòü K = {g ∈ GL(V ) : δg = gδ} = GL(V+) × GL(V−) è G0 = {g ∈ GL(V ) :
g ñîõðàíÿåò φ}.

Êàê è â ðàçäåëå 3.1 ìû ïîëó÷àåì äâå èíâîëþöèè ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ X:

F = (F0, . . . , Fn) 7→ δ(F) := (δ(F0), . . . , δ(Fn)) è F 7→ F† := (F †n, . . . , F
†
0 ),

ãäå F † ⊂ V îáîçíà÷åíèå äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà, îðòîãîíàëüíîãî F ⊂ V îòíî-
ñèòåëüíî ôîðìû φ. Ýðìèòîâà ôîðìà íà ôàêòîðå F/(F ∩ F †) èíäóöèðîâàííàÿ
ôîðìîé φ íåâûðîæäåíà; ìû îáîçíà÷èì å¼ ñèãíàòóðó ÷åðåç ς(φ : F ). Ïóñòü çàäàí
F = (F0, . . . , Fn) ∈ X, è ïóñòü

ς(φ : F) :=
(
ς(φ : F`)

)n
`=1
∈ ({0, . . . , n}2)n.

Òîãäà

ς(δ : F) :=
(
(dimF` ∩ V+,dimF` ∩ V−)

)n
`=1
∈ ({0, . . . , n}2)n

îòìå÷àåò îòíîñèòåëüíîå ïîëîæåíèå F ïî îòíîøåíèþ ê ïîäïðîñòðàíñòâàì V+ è
V−.

Êîìáèíàòîðíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ìû íàçîâ¼ì èíâîëþöèåé ñî çíàêàìè ïàðó
(w, ε), ñîñòîÿùóþ èç èíâîëþöèè w ∈ In è çíà÷åíèé εk ∈ {+1,−1}, ïðèêðåï-
ë¼ííûõ ê çàäàííûì ïîçèöèÿì k ∈ {` : w` = `}. (Ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì, ε
ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì {` : w` = `} → {+1,−1}.)

Óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü w â âèäå ãðàôà l(w) (íàçûâàåìîãî øàáëîíîì ñâÿçåé)
ñ n âåðøèíàìè 1, 2, . . . , n è äóãàìè (k,wk), ñîåäèíÿþùèìè k è wk âñÿêèé ðàç,
êîãäà k < wk.Øàáëîí ñâÿçåé ñî çíàêàìè l(w, ε) ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà l(w), åñëè
ïîìåòèòü êàæäóþ âåðøèíó k ∈ {` : w` = `} çíàêîì εk.
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Íàïðèìåð, ñëåäóþùèé øàáëîí ñâÿçåé ñî çíàêàìè (ãäå íóìåðàöèÿ âåðøèí
íåÿâíà)

• • •
+
• •− •

+
• • •

ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò (w, ε), ãäå w = (1; 4)(2; 7)(8; 9) ∈ I9 è (ε3, ε5, ε6) = (+1,−1,+1).
Îïðåäåëèì ς(w, ε) := {(p`, q`)}n`=1 êàê ïàðó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîëó÷àå-

ìûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p` (ñîîòâåòñòâåííî, q`) = (êîëè÷åñòâî çíàêîâ + (ñîîòâåòñòâåííî, çíàêîâ − )

è äóã ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ïåðâûå ` âåðøèí l(w, ε)).

Ïðåäïîëàãàÿ n = p + q, îáîçíà÷èì ÷åðåç In(p, q) ìíîæåñòâî èíâîëþöèé ñî
çíàêàìè ñèãíàòóðû (p, q), òî åñòü òàêèõ, ÷òî (pn, qn) = (p, q). Îòìåòèì, ÷òî
ýëåìåíòû èç In(p, q) ñîâïàäàþò ñ ìíîæåñòâîì ñèãíàòóðû (p, q) â ñìûñëå [13, 21].

Íàïðèìåð, äëÿ âûøåóêàçàííîé ïàðû (w, ε) ìû ïîëó÷àåì (w, ε) ∈ I9(5, 4) è

ς(w, ε) =
(
(0, 0), (0, 0), (1, 0), (2, 1), (2, 2), (3, 2), (4, 3), (4, 3), (5, 4)

)
.

Îïðåäåëåíèå 5. Äëÿ äàííîé èíâîëþöèè ñî çíàêàìè (w, ε) ìû áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî áàçèñ (v1, . . . , vn) â V (w, ε)-ñîïðÿæ¼í, åñëè

δ(vk) =

{
εkvwk , åñëè wk = k
vwk , åñëè wk 6= k

äëÿ âñåõ k ∈ {1, . . . , n} .

Áàçèñ (v1, . . . , vn) òàêîé, ÷òî

φ(vk, v`) =

 εk, åñëè wk = ` = k
1, åñëè wk = ` 6= k
0, åñëè wk 6= `

äëÿ âñåõ k, ` ∈ {1, . . . , n}

íàçûâàåòñÿ (w, ε)-äâîéñòâåííûì. Ïîëîæèì

O(w,ε) := {F(v1, . . . , vn) : (v1, . . . , vn) � (w, ε)-ñîïðÿæ¼ííûé áàçèñ},

O(w,ε) := {F(v1, . . . , vn) : (v1, . . . , vn) � (w, ε)-äâîéñòâåííûé áàçèñ}.

Ïðåäëîæåíèå 5. Â äîïîëíåíèå ê îáîçíà÷åíèÿì âûøå, ïîëîæèì (p, q) =
(dimV+,dimV−). Òîãäà:

(a) Äëÿ êàæäîé (w, ε) ∈ In(p, q) ïîäìíîæåñòâà O(w,ε) è O(w,ε) íåïóñòû,
è O(w,ε) ∩O(w,ε) =

{F(v) : v = (vk)nk=1 (w, ε)-äâîéñòâåíåí è (w, ε)-ñîïðÿæ¼í} 6= ∅.

(b) Äëÿ êàæäîãî (w, ε) ∈ In(p, q),

O(w,ε) =
{
F ∈ X : (δ(F),F) ∈ Ow è ς(δ : F) = ς(w, ε)

}
,

O(w,ε) =
{
F ∈ X : (F†,F) ∈ Ow0w è ς(φ : F) = ς(w, ε)

}
.

(c) Ïîäìíîæåñòâà O(w,ε) ((w, ε) ∈ In(p, q)) â òî÷íîñòè K-îðáèòû â X.

Ïîäìíîæåñòâà O(w,ε) ((w, ε) ∈ In(p, q)) â òî÷íîñòè G0-îðáèòû â X.
(d) Îòîáðàæåíèå O(w,ε) 7→ O(w,ε) åñòü äâîéñòâåííîñòü Ìàöóêè.
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3.3. Òèïû B, C, D. Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâî V = Vn = 〈e1, . . . , en〉C îáëàäàåò ñèììåòðè÷åñêîé èëè ñèìïëåêòè÷åñêîé
ôîðìîé ω, äåéñòâèå êîòîðîé íà áàçèñå (e1, . . . , en) îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ω èç
(2). Ìû ðàññìàòðèâàåì ãðóïïó G = G(V, ω) = {g ∈ GL(V ) : g ñîõðàíÿåò ω} è
ìíîãîîáðàçèå èçîòðîïíûõ ôëàãîâ Xω = {F ∈ X : F⊥ = F} (ñì. ðàçäåë 2.2).

Â äîïîëíåíèå ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî V îáëàäàåò Ýðìèòîâîé ôîðìîé φ, ñî-
ïðÿæåíèåì δ è ðàçëîæåíèåì V = V+ ⊕ V− (êàê è â ðàçäåëå 3.2) òàêèì, ÷òî

• â ñëó÷àÿõ BD1 è C2 îãðàíè÷åíèÿ ôîðìû ω íà V+ è V− íåâûðîæäåíû,
òî åñòü, V ⊥+ = V−,
• â ñëó÷àÿõ C1 è D3 V+ è V− � Ëàãðàíæåâû ïî îòíîøåíèþ ω, òî åñòü,
V ⊥+ = V+ è V ⊥− = V−.

Ïîëîæèì K := {g ∈ G : gδ = δg} è G0 := {g ∈ G : g ñîõðàíÿåò φ}.

Êîìáèíàòîðíûå îáîçíà÷åíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî w0(k) = n − k + 1. Ïóñòü
(η, ε) ∈ {1,−1}2. Èíâîëþöèÿ ñî çíàêàìè (w, ε) íàçûâàåòñÿ (η, ε)-ñèììåòðè÷íîé,
åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) ww0 = w0w (òàê, ÷òî w0 ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî {` : w` = `});
(ii) εw0(k) = ηεk äëÿ âñåõ k ∈ {` : w` = `};

è â ñëó÷àå, êîãäà η 6= ε:

(iii) wk 6= w0(k) äëÿ âñåõ k.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n = p+ q, è ÷åðåç Iη,εn (p, q) ⊂ In(p, q) îáîçíà÷èì ïîäìíîæå-
ñòâî èíâîëþöèé ñî çíàêàìè ñèãíàòóðû (p, q), êîòîðûå (η, ε)-ñèììåòðè÷íû.

Â ÷àñòíîñòè, èíâîëþöèÿ ñî çíàêàìè (w, ε) (1, 1)-ñèììåòðè÷íà, êîãäà øàá-
ëîí ñâÿçåé ñî çíàêàìè l(w, ε) ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ íóìåðàöèè
âåðøèí; èíâîëþöèÿ ñî çíàêàìè (w, ε) (1,−1)-ñèììåòðè÷íà, êîãäà l(w, ε) ñèì-
ìåòðè÷åí è íå èìååò ñèììåòðè÷íûõ äóã (òî åñòü, ñîåäèí¼ííûõ k è n − k + 1);
(w, ε) (−1,−1)-ñèììåòðè÷íà, êîãäà l(w, ε) àíòèñèììåòðè÷åí â ñìûñëå òîãî, ÷òî
çåðêàëüíûé îáðàç l(w, ε) ýòî øàáëîí ñâÿçåé ñî çíàêàìè ñ òåìè æå äóãàìè íî
ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè; (w, ε) (−1, 1)-ñèììåòðè÷íà, êîãäà l(w, ε) àíòèñèì-
ìåòðè÷åí è íå èìååò ñèììåòðè÷íûõ äóã. Íàïðèìåð:

• • •
+
• •− •

+
• • •

(w, ε) ∈ I1,19 (5, 4),

• • •
+
• •− •

+
• •− • •

(w, ε) ∈ I−1,−110 (5, 5),

• •− •
+
• •

+
•
+
• •

+
•− •

(w, ε) ∈ I1,−110 (6, 4),

• •− •
+
• •− •

+
• •− •

+
•

(w, ε) ∈ I−1,110 (5, 5).

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïîëîæèì (p, q) = (dimV+,dimV−) (òàê, ÷òî p = q = n
2

äëÿ òèïîâ C1 è D3). Çàäàäèì (η, ε) = (1, 1) äëÿ òèïà BD1, (η, ε) = (1,−1) äëÿ
òèïà C2, (η, ε) = (−1,−1) äëÿ òèïà C1 è (η, ε) = (−1, 1) äëÿ òèïà D3.
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(a) Äëÿ êàæäîãî (w, ε) ∈ Iη,εn (p, q), ðàññìàòðèâàÿ áàçèñ v = (v1, . . . , vn) â
V òàêîé, ÷òî

(9) ω(vk, v`) =


0, åñëè ` 6= n− k + 1
1, åñëè ` = n− k + 1 è wk, w` ∈ [k, `] (k ≤ `)
ε, åñëè ` = n− k + 1 è wk, w` ∈ [`, k] (` ≤ k)
η, åñëè ` = n− k + 1 è k, ` ∈]wk, w`[
ηε, åñëè ` = n− k + 1 è k, ` ∈]w`, wk[,

ìû ïîëó÷àåì

Oη,ε(w,ε) :=

O(w,ε) ∩Xω = {F(v) : v (w, ε)-ñîïðÿæ¼í è óäîâëåòâîðÿåò (9)} 6= ∅,
Oη,ε

(w,ε) :=

O(w,ε) ∩Xω = {F(v) : v (w, ε)-äâîéñòâåíåí è óäîâëåòâîðÿåò (9)} 6= ∅,
Oη,ε(w,ε) ∩Oη,ε

(w,ε) =

= {F(v) : v (w, ε)-ñîïðÿæ¼í, (w, ε)-äâîéñòâåíåí è óäîâëåòâîðÿåò (9)} 6= ∅.
(b) Ïîäìíîæåñòâà Oη,ε(w,ε) ((w, ε) ∈ Iη,εn (p, q)) ñóòü â òî÷íîñòè K-îðáèòû

â Xω. Ïîäìíîæåñòâà Oη,ε
(w,ε) ((w, ε) ∈ Iη,εn (p, q)) ñóòü â òî÷íîñòè G0-

îðáèòû â Xω.
(c) Îòîáðàæåíèå Oη,ε(w,ε) 7→ Oη,ε

(w,ε) åñòü äâîéñòâåííîñòü Ìàöóêè.

3.4. Çàìå÷àíèÿ. Ïîëîæèì X0 := X äëÿ òèïà A è X0 := Xω äëÿ òèïîâ B, C,
D.

Çàìå÷àíèå 3. Õàðàêòåðèçàöèÿ K-îðáèò â ðàçäåëàõ 4 � 6 ìîæåò áûòü ïîëó÷å-
íà ñëåäóþùèì åäèíûì îáðàçîì. Åñëè F ∈ X, ìû áóäåì ïèñàòü σ(F) = F⊥ äëÿ
òèïîâ A1�A2 è σ(F) = δ(F) äëÿ òèïîâ A3, BD1, C1�C2, D3. Ïóñòü P ⊂ G �
ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ K è ìèíèìàëüíàÿ ñ ýòèì ñâîéñòâîì.
Äâà ôëàãà F1,F2 ∈ X0 ïðèíàäëåæàò îäíîé K-îðáèòå òîãäà è òîëüêî òîãäà
(σ(F1),F1) è (σ(F2),F2) ïðèíàäëåæàò îäíîé P -îðáèòå äëÿ äèàãîíàëüíîãî äåé-
ñòâèÿ P íà X0 ×X0.

Çàìå÷àíèå 4. (Îòêðûòûå K-îðáèòû.) Â îáîçíà÷åíèÿõ èç çàìå÷àíèÿ 3 îòîá-
ðàæåíèå σ0 : X0 → X ×X, F 7→ (σ(F),F) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì âëîæåíèåì.

Äëÿ òèïîâ A è C ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ X0 íåïðèâîäèìî. Â ÷àñòíîñòè, ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ G-îðáèòà Ow ⊂ X×X òàêàÿ, ÷òî ïåðåñå÷åíèå Ow∩σ0(X0)
îòêðûòî â σ0(X0); îíî ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòó w ∈ Sn ìàêñèìàëüíîìó äëÿ ïî-
ðÿäêà Áðþà òàêîìó, ÷òî Ow ïåðåñåêàåòñÿ ñ σ0(X0). Âî âñåõ ñëó÷àÿõ íàéä¼òñÿ
åäèíñòâåííàÿ K-îðáèòà O ⊂ X0 òàêàÿ, ÷òî σ0(O) ⊂ Ow, ïîýòîìó ýòî (åäèí-
ñòâåííàÿ) îòêðûòàÿ K-îðáèòà â X0. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé
ñïèñîê îòêðûòûõ K-îðáèò äëÿ òèïîâ A1�A3, C1�C2:

A1: Oid;
A2: Ov0 , ãäå v0 = (1; 2)(3; 4) · · · (n− 1;n);

A3: O
(w

(t)
0 ,ε)

, ãäå t = min{p, q}, ε ≡ sign(p− q) è w(t)
0 =

t∏
k=1

(k;n− k + 1);

C1: O−1,−1(w0,∅) ;

C2: O1,−1
(ŵ

(t)
0 ,ε)

, ãäå t = min{p, q}, ε ≡ sign(p − q) è ŵ
(t)
0 = v

(t)
0 w

(t)
0 v

(t)
0 , ãäå

v
(t)
0 = (1; 2)(3; 4) · · · (t− 1; t).
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Åñëè n = dimV ÷¼òíî è ôîðìà ω îðòîãîíàëüíà, òî ìíîãîîáðàçèå Xω èèìååò
äâå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû. Â ñàìîì äåëå, äëÿ êàæäîãî èçîòðîïíîãî ôëàãà F =
(Fk)nk=0 ∈ Xω ñóùåñòâåò åäèíñòâåííûé èçîòðîïíûé ôëàã F̃ = (F̃k)nk=0 ∈ Xω

òàêîé, ÷òî Fk = F̃k äëÿ âñåõ k 6= m := n
2 , F̃m 6= Fm. Òîãäà îòîáðàæåíèå

Ĩ : F 7→ F̃ � àâòîìîðôèçì Xω, êîòîðûé îòîáðàæàåò îäíó ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó
Xω íà äðóãóþ. Åñëè F = F(v1, . . . , vn) äëÿ áàçèñà v = (v1, . . . , vn) òàêîãî, ÷òî

ω(vk, v`) 6= 0⇔ ` = n− k + 1,

òî Ĩ(F(v)) = F(ṽ), ãäå ṽ � áàçèñ ïîëó÷åííûé v ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñðåäíèõ
âåêòîðîâ vm, vm+1. Åñëè v � (w, ε)-ñîïðÿæ¼ííûé, òî ṽ � ĩ(w, ε)-ñîïðÿæ¼ííûé,

ãäå ĩ(w, ε) :=
(
(m;m+1)w(m;m+1), ε◦(m;m+1)

)
. Ñëåäîâàòåëüíî Ĩ îòîáðàæàåò

K-îðáèòó Oη,ε(w,ε) íà O
η,ε

ĩ(w,ε)
.

Äëÿ òèïà D3 Xω èìååò â òî÷íîñòè äâå îòêðûòûå K-îðáèòû. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïåðåñòàíîâêà w = ŵ0 := w0v0 ìàêñèìàëüíà äëÿ ïîðÿäêà òàêîãî, ÷òî Ow ∩
σ0(X0) íåïóñòî, ñëåäîâàòåëüíî, σ−10 (Oŵ0

) îòêðûòà. Ïåðåñòàíîâêà ŵ0 íå èìå-
åò íåïîäâèæíûõ òî÷åê, åñëè m := n

2 ÷¼òíîå; åñëè m := n
2 íå÷¼òíîå, òî ŵ0

ôèêñèðóåò m è m + 1. Â ïåðâîì ñëó÷àå σ−10 (Oŵ0
) = O−1,1(ŵ0,∅) � åäèíàÿ K-

îðáèòà, è Ĩ(O−1,1(ŵ0,∅)) = O−1,1
ĩ(ŵ0,∅)

� âòîðàÿ îòêðûòàÿ K-îðáèòà. Âî âòîðîì ñëó÷àå

σ−10 (O
ŵ

(m−1)
0

) = O−1,1(ŵ0,ε)
∪ O−1,1(ŵ0,ε̃)

, ãäå (εm, εm+1) = (ε̃m+1, ε̃m) = (+1,−1), ýòî

îáúåäèíåíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ K-îðáèò, ÿâëÿþùèõñÿ îáðàçàìè äðóã äðóãà ïîä
äåéñòâèåì Ĩ.

Â ñëó÷àå BD1 ìíîãîîáðàçèå Xω ìîæåò áûòü ðàçëîæèìûì, íî w = w
(t)
0 ,

äëÿ t := min{p, q}, ýòî åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò â Sn òàêîé, ÷òî

Ow ∩ σ0(X0) íåïóñòî. Òîãäà σ−10 (Ow) ñîñòîèò èç åäèíîé Ĩ-èíâàðèàíòíîé îò-

êðûòîé K-îðáèòû, îáîçíà÷àåìîé O1,1

(w
(t)
0 ,ε)

äëÿ ε ≡ sign(p − q). Ñëåäîâàòåëüíî
ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ Xω èìååò åäèíñòâåííóþ îòêðûòóþ îðáèòó K-îðáèòó (êî-
òîðàÿ íåñâÿçàíà â ñëó÷àå, êîãäà n ÷¼òíîå).

Çàìå÷àíèå 5. (Çàìêíóòûå K-îðáèòû.) Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ
èç çàìå÷àíèé 3�4. Êàê âèäíî èç ïðåäëîæåíèé 4�6, â êàæäîì ñëó÷àå ìîæíî
íàéòè åäèíñòâåííóþ ïåðåñòàíîâêó wmin ∈ Sn òàêóþ, ÷òî Owmin ∩ σ0(X0) çà-
ìêíóòî; â ñàìîì äåëå, wmin = id êðîìå òèïà BD1 äëÿ p, q íå÷¼òíûõ: â ýòîì
ñëó÷àåwmin = (n2 ; n2 + 1). Äëÿ êàæäîé K-îðáèòû O ⊂ X0 èìååò ìåñòî ñëåäóþ-
ùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü:

O çàìêíóòà ⇔ σ0(O) ⊂ Owmin

(ñì. [3, 18]). Ââèäó ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ïîëíûé
ñïèñîê çàìêíóòûõ K-îðáèò X0 äëÿ ðàçíûõ òèïîâ. Äëÿ òèïîâ A1 è A2, Ow0

� åäèíñòâåííàÿ çàìêíóòàÿ K-îðáèòà. Äëÿ òèïà A3 çàìêíóòûå K-îðáèòû ñóòü
â òî÷íîñòè îðáèòû O(id,ε) äëÿ âñåõ ïàð âèäà (id, ε) ∈ In(p, q); ñóùåñòâóåò

(
n
p

)
òàêèõ îðáèò. Äëÿ òèïîâ B, C, D, çàìêíóòûå K-îðáèòû ýòî îðáèòû Oη,ε(id,ε) äëÿ

âñåõ ïàð âèäà (id, ε) ∈ Iη,εn (p, q), êðîìå ñëó÷àÿ BD1, ïðè óñëîâèè n =: 2m ÷¼òíîå

è p, q íå÷¼òíûå; â ýòîì ñëó÷àå çàìêíóòûåK-îðáèòû ýòî îðáèòûO1,1
((m;m+1),ε) äëÿ

âñåõ ïàð âèäà ((m;m+1), ε) ∈ I1,1n (p, q). Ñóùåñòâóåò
(b p2 c+b q2 c
b p2 c

)
çàìêíóòûõ îðáèò

â ñëó÷àÿõ BD1 è C2, è 2
n
2 çàìêíóòûõ îðáèò äëÿ òèïîâ C1 è D3.
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Çàìå÷àíèå 6. Ïðåäëîæåíèÿ 4�6 ïîêàçûâàþò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ñïåöèàëüíûå
ýëåìåíòû X0, â ïîíèìàíèè Ìàöóêè [11, 12], ñóòü â òî÷íîñòè ôëàãè F ∈ X0

âèäà F = F(v1, . . . , vn), ãäå (v1, . . . , vn) � îäíîâðåìåííî äâîéñòâåííûé è ñî-
ïðÿæ¼ííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé èíâîëþöèè w ∈ Iεn
äëÿ òèïîâ A1 è A2, è íåêîòîðîé èíâîëþöèè ñî çíàêàìè (w, ε) ∈ In(p, q) äëÿ òè-
ïîâ A3, B�D. Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî [11, 12], ìíîæåñòâî S ⊂ X0 ñïåöèàëüíûõ
ýëåìåíòîâ ñîâïàäàåò ñ ⋃

O∈X0/K

O ∩Ξ(O),

ãäå îòîáðàæåíèå X0/K → X0/G
0, O 7→ Ξ(O) ýòî äâîéñòâåííîñòü Ìàöóêè.

3.5. Äîêàçàòåëüñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4 (a). Ìû áóäåì ïèñàòü w = (a1; b1) · · · (am; bm)
ñ a1 < . . . < am è ak < bk äëÿ âñåõ k; ïîëîæèì c1 < . . . < cn−2m áó-
äóò ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà {k : wk = k}. Äëÿ òèïà A2 ìû èìååì n = 2m,
è (e1, . . . , en) åñòü îäíîâðåìåííî (1; 2)(3; 4) · · · (n − 1;n)-äâîéñòâåííûé áàçèñ è
(1; 2)(3; 4) · · · (n− 1;n)-ñîïðÿæ¼ííûé áàçèñ; òîãäà áàçèñ {e′1, . . . , e′n}, ãäå

e′a` = e2`−1 è e′b` = e2` äëÿ âñåõ ` ∈ {1, . . . ,m},
ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî w-äâîéñòâåííûì è w-ñîïðÿæ¼ííûì. Äëÿ òèïà A1, çàìå-
íÿÿ e` è e`∗ íà

e`+e`∗√
2

è e`−e`∗
i
√
2

â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ` < `∗, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,

÷òî áàçèñ (e1, . . . , en) îäíîâðåìåííî id-äâîéñòâåíåí è id-ñîïðÿæ¼í. Äëÿ âñåõ
` ∈ {1, . . . ,m} è k ∈ {1, . . . , n− 2m},

e′a` =
e2`−1 + ie2`√

2
, e′b` =

e2`−1 − ie2`√
2

è e′ck = e2m+k.

Òîãäà (e′1, . . . , e
′
n) � îäíîâðåìåííî w-äâîéñòâåííûé è w-ñîïðÿæ¼ííûé áàçèñ. Â

îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
(10)
∅ 6= {F(v1, . . . , vn) : (v1, . . . , vn) � w-äâîéñòâåííûé è w-ñîïðÿæ¼ííûé} ⊂ Ow∩Ow.

Òåïåðü ïðîâåðèì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F = (F0, . . . , Fn) ∈
Ow∩Ow. Ïóñòü (v1, . . . , vn) � w-äâîéñòâåííûé áàçèñ òàêîé, ÷òî F = F(v1, . . . , vn).
Ïîñêîëüêó F ∈ Ow, ìû èìååì

(11) wk = min{` = 1, . . . , n : γ(Fk) ∩ F` 6= γ(Fk−1) ∩ F`}.

Äëÿ âñåõ ` ∈ {0, . . . , n} ìû ïîñòðîèì w-äâîéñòâåííûé áàçèñ (v
(`)
1 , . . . , v

(`)
n ) â V

òàêîé, ÷òî

Fk = 〈v(`)1 , . . . , v
(`)
k 〉C äëÿ âñåõ k ∈ {1, . . . , n}(12)

è

γ(v
(`)
k ) =

{
εv

(`)
wk , åñëè wk ≥ k,

v
(`)
wk , åñëè wk < k

äëÿ âñåõ k ∈ {1, . . . , `}.(13)

Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî F = F(v
(n)
1 , . . . , v

(n)
n ) äëÿ áàçèñà (v

(n)
1 , . . . , v

(n)
n ) îäíî-

âðåìåííî w-äâîéñòâåííîãî è w-ñîïðÿæ¼ííîãî, òî åñòü, ïîëíîñòüþ äîêàæåò (a).

Íàøà êîíñòðóêöèÿ áóäåò ñòðîèòüñÿ ïî èíäóêöèè, íà÷èíàÿ ñ (v
(0)
1 , . . . , v

(0)
n ) =

(v1, . . . , vn). Ïóñòü ` ∈ {1, . . . , n}, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî áàçèñ (v
(`−1)
1 , . . . , v

(`−1)
n )

ïîñòðîåí. Ìû âûäåëÿåì òðè ñëó÷àÿ.
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Ñëó÷àé 1: w` < `.

Íåðàâåíñòâî w` < ` = w(w`) âëå÷¼ò γ(v
(`−1)
w` ) = εv

(`−1)
` , îòêóäà γ(v

(`−1)
` ) =

v
(`−1)
w` , òàê êàê γ2 = εid. Ïîýòîìó áàçèñ (v

(`)
1 , . . . , v

(`)
n ) := (v

(`−1)
1 , . . . , v

(`−1)
n )

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (12) è (13).

Ñëó÷àé 2: w` = `.
Ýòîò ñëó÷àé èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ òèïà A1. Ñ îäíîé ñòîðîíû, (11) äà¼ò

γ(v
(`−1)
` ) ∈ 〈v(`−1)1 , . . . , v

(`−1)
` , v(`−1)w1

, . . . , v(`−1)w`−1
〉C.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê áàçèñ (v
(`−1)
1 , . . . , v

(`−1)
n ) ÿâëÿåòñÿ w-äâîéñòâåííûì,

ìû ïîëó÷àåì

v
(`−1)
` ∈ 〈v(`−1)1 , . . . , v

(`−1)
`−1 , v(`−1)w1

, . . . , v(`−1)w`−1
〉⊥C .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó γ ñîõðàíÿåò îðòîãîíàëüíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ôîðìå
ω, òî

γ(v
(`−1)
` ) ∈ 〈γ(v

(`−1)
1 ), . . . , γ(v

(`−1)
`−1 ), γ(v(`−1)w1

), . . . , γ(v(`−1)w`−1
)〉⊥C

= 〈v(`−1)1 , . . . , v
(`−1)
`−1 , v(`−1)w1

, . . . , v(`−1)w`−1
〉⊥C .

Âñ¼ ýòî âìåñòå óêàçûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà λ

òàêîãî, ÷òî γ(v
(`−1)
` ) = λv

(`−1)
` . Òàê êàê γ � èíâîëþöèÿ, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

λ ∈ {+1,−1}. Â äîïîëíåíèå ìû çíàåì, ÷òî

λ = ω(γ(v
(`−1)
` ), v

(`−1)
` ) = tv

(`−1)
` v

(`−1)
` ∈ R+.

Ñëåäîâàòåëüíî γ(v
(`−1)
` ) = v

(`−1)
` , è ìû ìîæåì ïîëîæèòü

(v
(`)
1 , . . . , v(`)n ) := (v

(`−1)
1 , . . . , v(`−1)n ).

Ñëó÷àé 3: w` > `.
Èç (11) ìû ïîëó÷àåì

γ(v
(`−1)
` ) ∈ 〈v(`−1)k : 1 ≤ k ≤ w`〉C + 〈v(`−1)wk

: 1 ≤ k ≤ `− 1〉C.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññóæäàÿ, êàê è â ñëó÷àå 2, ìû âèäèì, ÷òî

γ(v
(`−1)
` ) ∈ 〈v(`−1)1 , . . . , v

(`−1)
`−1 , v(`−1)w1

, . . . , v(`−1)w`−1
〉⊥C .

Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(14) γ(v
(`−1)
` ) =

∑
k∈I

λkv
(`−1)
k äëÿ íåêîòîðûõ λk ∈ C ,

ãäå I := {k : ` ≤ k ≤ w` and ` ≤ wk} ⊂ Î := {k : ` ≤ k and ` ≤ wk}. Èñïîëüçóÿ
(14), ôàêò, ÷òî áàçèñ (v

(`−1)
1 , . . . , v

(`−1)
n ) w-äâîéñòâåíåí, è îïðåäåëåíèÿ ω è γ,

ìû âèäèì, ÷òî

(15) λw` = ω(v
(`−1)
` , γ(v

(`−1)
` )) = ε tv

(`−1)
` v

(`−1)
` = εα,
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ãäå α ∈ R, α > 0. Ïîëîæèì

v
(`)
` :=

1√
α
v
(`−1)
` , v(`)w` :=

ε√
α
γ(v

(`−1)
` ),

v
(`)
k := v

(`−1)
k −

ω(v
(`−1)
k , γ(v

(`−1)
` ))

λw`
v
(`−1)
` äëÿ âñåõ k ∈ Î \ {`, w`},

v
(`)
k := v

(`−1)
k äëÿ âñåõ k ∈ {1, . . . , n} \ Î.

Îñíîâûâàÿñü íà ðàâåíñòâàõ (14) è (15), ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî (v
(`)
1 , . . . , v

(`)
n ) ÿâ-

ëÿåòñÿ w-äâîéñòâåííûì áàçèñîì, óäîâëåòâîðÿþùèì (12) è (13). Ýòî çàâåðøàåò
ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ 3. �

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèé 4 (b)�(d). Ïóñòü F ∈ Ow, òî åñòü, F = F(v1, . . . , vn)
äëÿ íåêîòîðîãî w-äâîéñòâåííîãî áàçèñà (v1, . . . , vn) â V . Èç îïðåäåëåíèÿ w-
äâîéñòâåííîãî áàçèñà ìû âèäèì, ÷òî

〈v1, . . . , vn−k〉⊥C = 〈vj : wj /∈ {1, . . . , n− k}〉C
= 〈vj : wj ∈ {n− k + 1, . . . , n}〉C
= 〈vj : (w0w)j ∈ {1, . . . , k}〉C .

Ñëåäîâàòåëüíî

dim〈v1, . . . , vn−k〉⊥C ∩ 〈v1, . . . , v`〉C =
∣∣{j ∈ {1, . . . , `} : (w0w)j ∈ {1, . . . , k}

}∣∣
äëÿ âñåõ k, ` ∈ {1, . . . , n}, ÷òî äà¼ò ðàâåíñòâî w(F⊥,F) = w0w, è ïîýòîìó
âêëþ÷åíèå

(16) Ow ⊂ {F ∈ X : (F⊥,F) ∈ Ow0w}.
Ïóñòü F = F(v1, . . . , vn) ∈ Ow äëÿ w-ñîïðÿæ¼ííîãî áàçèñà (v1, . . . , vn) â V .

Èç îïðåäåëåíèÿ w-ñîïðÿæ¼ííîãî áàçèñà ìû ïîëó÷àåì

γ(〈v1, . . . , vk〉C) = 〈vwj : j ∈ {1, . . . , k}〉C .
Ïîýòîìó

dim γ(〈v1, . . . , vk〉C) ∩ 〈v1, . . . , v`〉C =

∣∣{j ∈ {1, . . . , `} : w−1j ∈ {1, . . . , k}
}∣∣

äëÿ âñåõ k, ` ∈ {1, . . . , n}, îòêóäà w(γ(F),F) = w−1 = w (ãäå w � èíâîëþöèÿ).
Ýòî âëå÷¼ò âêëþ÷åíèå

(17) Ow ⊂ {F ∈ X : (γ(F),F) ∈ Ow}.
ßñíî, ÷òî ãðóïïà K äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå w-äâîéñòâåííûõ

áàçèñîâ, ñëåäîâàòåëüíî, Ow ÿâëÿåòñÿ K-îðáèòîé. Áîëåå òîãî, (16) âëå÷¼ò òî,
÷òî îðáèòû Ow (äëÿ w ∈ Iεw) ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Àíàëîãè÷íî, ïîäìíîæåñòâà
Ow (äëÿ w ∈ Iεw) ñóòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûå G

0-îðáèòû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lk ìàòðèöó ðàçìåðà k × k ñ 1 íà àíòèäèàãîíàëè è 0 â

îñòàëüíûõ ìåñòàõ. Ïóñòü v = (v1, . . . , vn) ÿâëÿåòñÿ w0-äâîéñòâåííûì áàçèñîì,
äðóãèìè ñëîâàìè,  ω(vk, vn+1−k) =

{
1, åñëè k ≤ n+1

2

ε, åñëè k > n+1
2

ω(vk, v`) = 0, åñëè ` 6= n+ 1− k;
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ïîýòîìó L := (ω(vk, v`))1≤k,`≤n ýòî ñëåäóþùàÿ ìàòðèöà:

L = Ln (òèï A1) èëè L =

(
0 Lm
−Lm 0

)
(òèï A2, n = 2m).

Ôëàã F0 := F(v1, . . . , vn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ F⊥0 = F0. Ïî Ðè÷àðäñîíó-
Ñïðèíãåðó [18] êàæäàÿ K-îðáèòà O ⊂ X ñîäåðæèò ýëåìåíò âèäà gF0 ñ g ∈ G
òàêîé, ÷òî h := Lt[g]vL

−1[g]v ∈ N , ãäå [g]v îáîçíà÷àåò ìàòðèöó g â áàçèñå
v è N îáîçíà÷àåò ãðóïïó îáðàòèìûõ n × n-ìàòðèö ñ ðîâíî îäíèì íåíóëåâûì
êîýôôèöèåíòîì â êàæäîé ñòðîêå è êàæîì ñòîëáöå. Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà Lh =
t[g]vL[g]v òîæå ïðèíàäëåæèò N (òàê æå, êàê è L ) è ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé
â ñëó÷àå A1 è àíòèñèììåòðè÷åñêîé â ñëó÷àå A2. Âñëåäñòâèå ýòîãî, ñóùåñòâóåò
w ∈ In è êîíñòàíòû t1, . . . , tn ∈ C∗ òàêèå, ÷òî ìàòðèöà Lh =: (ak,`)1≤k,`≤n
ñîñòîèò èç êîýôôèöèåíòîâ:

ak,` = 0, åñëè ` 6= wk, ak,wk =

{
tk, åñëè wk ≥ k
εtk, åñëè wk ≤ k.

Òàê êàê ε = −1 äëÿ òèïà A2, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ wk 6= k äëÿ âñåõ k, ïîýòîìó
w ∈ I′n. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ w ∈ Iεn. Äëÿ âñåõ k ∈ {1, . . . , n}, ìû
âûáåðåì sk = swk ∈ C∗ òàêèå, ÷òî s−2k = tk (îòìåòèì, ÷òî twk = tk). Òàêèì
îáðàçîì,

gF0 = F(s1gv1, . . . , sngvn) ,

è äëÿ âñåõ k, ` ∈ {1, . . . , n} ìû èìååì

ω(skgvk, s`gv`) = sks`ω(gvk, gv`) = sks`ak,` =

 1, åñëè ` = wk ≥ k
ε, åñëè ` = wk < k
0, åñëè ` 6= wk.

Ïîýòîìó gF0 ∈ Ow. Ýòî äà¼ò O = Ow.
Ìû äîêàçàëè, ÷òî ïîäìíîæåñòâà Ow (äëÿ w ∈ Iεw) ñóòü â òî÷íîñòèK-îðáèòû

â X. Â ÷àñòíîñòè, X =
⋃
w∈Iεw

Ow òàê, ÷òî âêëþ÷åíèå (16) íà ñàìîì äåëå

ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì. Ïî äâîéñòâåííîñòè Ìàöóêè ÷èñëî G0-îðáèò â X ðàâíî
÷èñëó K-îðáèò, ïîýòîìó ïîäìíîæåñòâà Ow (äëÿ w ∈ Iεw) ñóòü â òî÷íîñòè G0-
îðáèòû â X. Òåì ñàìûì â (17) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî. Òàêèì îáðàçîì, ìû
äîêàçàëè ÷àñòè (b) è (c) óòâåðæäåíèÿ.

Èç ÷àñòè (a) ñëåäóåò ÷òî, äëÿ êàæäîãî w ∈ Iεn, ïåðåñå÷åíèåOw∩Ow íåïóñòî è
ñîñòîèò èç åäèíîé K∩G0-îðáèòû. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî îðáèòà Ow äâîéñòâåííà
ïî Ìàöóêè îðáèòå Ow (ñì. [12]), è ÷àñòü (d) óòâåðæäåíèÿ òàêæå äîêàçàíà. �

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5 (a). Ìû ïðåäñòàâèì w â âèäå ïðîèçâäåíèÿ
ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ òðàíñïîçèöèé w = (a1; b1) · · · (am; bm), è ïóñòü cm+1 <
. . . < cp � ýëåìåíòû â {k : wk = k, εk = +1} è dm+1 < . . . < dq - ýëåìåíòû â
{k : wk = k, εk = −1}. Ïðåäñòàâèì {e1, . . . , en} = {e+1 , . . . , e+p } ∪ {e

−
1 , . . . , e

−
q }

òàê, ÷òîáû V+ = 〈e+` : ` = 1, . . . , p〉C è V− = 〈e−` : ` = 1, . . . , q〉C. Ïîëàãàÿ

vak :=
e+k +e−k√

2
, vbk :=

e+k−e
−
k√

2
äëÿ âñåõ k ∈ {1, . . . ,m},

vck := e+k äëÿ âñåõ k ∈ {m+ 1, . . . , p}, è vdk := e−k äëÿ âñåõ k ∈ {m+ 1, . . . , q},
ëåãêî âèäåòü, ÷òî (v1, . . . , vn) � (w, ε)-äâîéñòâåííûé è (w, ε)-ñîïðÿæ¼ííûé áà-
çèñ â V . Ñëåäîâàòåëüíî

(18) ∅ 6= {F(v) : v (w, ε)-äâîéñòâåíåí è (w, ε)-ñîïðÿæ¼í} ⊂ O(w,ε) ∩O(w,ε).
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×òîáû ïîêàçàòü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, ðàññìîòðèì F = (F0, . . . , Fn) ∈ O(w,ε)∩
O(w,ε). Ñ îäíîé ñòîðîíû, òàê êàê F ∈ O(w,ε), ñóùåñòâóåò (w, ε)-äâîéñòâåííûé
áàçèñ (v1, . . . , vn) òàêîé, ÷òî F = F(v1, . . . , vn). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî, ÷òî F ∈
O(w,ε) âëå÷¼ò

(19) wk = min{` = 1, . . . , n : δ(Fk)∩F` 6= δ(Fk−1)∩F`} äëÿ âñåõ k ∈ {1, . . . , n}.

Äëÿ âñåõ ` ∈ {0, . . . , n} ìû ïîñòðîèì (w, ε)-äâîéñòâåííûé áàçèñ (v
(`)
1 , . . . , v

(`)
n )

òàêîé, ÷òî

Fk = 〈v(`)1 , . . . , v
(`)
k 〉C äëÿ âñåõ k ∈ {1, . . . , n}(20)

è δ(v
(`)
k ) =

{
v
(`)
wk , åñëè wk 6= k,

εkv
(`)
k , åñëè wk = k

äëÿ âñåõ k ∈ {1, . . . , `}.(21)

Ýòî äàñò íàì áàçèñ (v
(n)
1 , . . . , v

(n)
n ), ÿâëÿþùèéñÿ îäíîâðåìåííî (w, ε)-äâîéñòâåííûì

è (w, ε)-ñîïðÿæ¼ííûì è òàêèì, ÷òî F = F(v
(n)
1 , . . . , v

(n)
n ), è, òàêèì îáðàçîì, çà-

âåðøèò äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè (a).
Ïîñòðîåíèå áóäåò ïîñðåäñòâîì èíäóêöèè ïî ` ∈ {0, . . . , n}, ñ áàçîé èíäóê-

öèè (v
(0)
1 , . . . , v

(0)
n ) := (v1, . . . , vn). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ` ∈ {1, . . . , n} áàçèñ

(v
(`−1)
1 , . . . , v

(`−1)
n ) óæå ïîñòðîåí. Ìû ðàçëè÷àåì òðè ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: w` < `.

Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå w` ≤ ` − 1 è w(w`) = `, ìû ïîëó÷àåì δ(v
(`−1)
w` ) =

v
(`−1)
` è ïîýòîìó δ(v

(`−1)
` ) = v

(`−1)
w` (òàê êàê δ èíâîëþöèÿ). Ïîýòîìó áàçèñ

(v
(`)
1 , . . . , v

(`)
n ) := (v

(`−1)
1 , . . . , v

(`−1)
n ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (20) è (21).

Ñëó÷àé 2: w` = `.
Èñïîëüçóÿ (19), ìû ïîëó÷àåì

δ(v
(`−1)
` ) ∈ 〈v(`−1)1 , v

(`−1)
2 , . . . , v

(`−1)
` 〉C + 〈v(`−1)w1

, . . . , v(`−1)w`−1
〉C .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òîãî, ÷òî áàçèñ (v
(`−1)
1 , . . . , v

(`−1)
n ) (w, ε)-ñîïðÿæ¼í ñëåäóåò

v
(`−1)
` ∈ 〈v(`−1)1 , . . . , v

(`−1)
`−1 , v(`−1)w1

, . . . , v(`−1)w`−1
〉†C.(22)

Ïîñêîëüêó δ ñîõðàíÿåò îðòîãîíàëüíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ôîðìå φ, è δ(v
(`−1)
k ) =

v
(`−1)
wk äëÿ âñåõ k ∈ {1, . . . , `− 1} (ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè), (22) âëå÷¼ò

δ(v
(`−1)
` ) ∈ 〈v(`−1)1 , . . . , v

(`−1)
`−1 , v(`−1)w1

, . . . , v(`−1)w`−1
〉†C.

Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì

δ(v
(`−1)
` ) = λv

(`−1)
` äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ C∗.

Òàê êàê δ � èíâîëþöèÿ, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî λ ∈ {+1,−1}. Äàëåå, èç òîãî, ÷òî
φ(v

(`−1)
` , v

(`−1)
` ) = ε` âûòåêàåò

λε` = φ(v
(`−1)
` , δ(v

(`−1)
` )) = tv

(`−1)
` ΦΦv

(`−1)
` = tv

(`−1)
` v

(`−1)
` ≥ 0.

Íàêîíåö, ìû ïîëó÷àåì λ = ε`. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî áàçèñ (v
(`)
1 , . . . , v

(`)
n ) :=

(v
(`−1)
1 , . . . , v

(`−1)
n ) óäîâëåòâîðÿåò (20) è (21).

Ñëó÷àé 3: w` > `.
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Âñïîìèíàÿ (19), òîò ôàêò, ÷òî (v
(`−1)
1 , . . . , v

(`−1)
n ) (w, ε)-äâîéñòâåíåí, ïðåäïî-

ëîæåíèå èíäóêöèè è ôàêò, ÷òî δ ñîõðàíÿåò îðòîãîíàëüíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê
ôîðìå φ, ìû ïîëó÷àåì, êàê è â ñëó÷àå 2 ,

δ(v
(`−1)
` ) ∈

(
〈v(`−1)k : 1 ≤ k ≤ w`〉C + 〈v(`−1)wk

: 1 ≤ k ≤ `− 1〉C
)

∩ 〈v(`−1)1 , . . . , v
(`−1)
`−1 , v(`−1)w1

, . . . , v(`−1)w`−1
〉†C.

Ñëåäîâàòåëüíî

(23) δ(v
(`−1)
` ) =

∑
k∈I

λkv
(`−1)
k ñ λk ∈ C,

ãäå I := {k : ` ≤ k ≤ w`, ` ≤ wk} ⊂ Î := {k : ` ≤ k, ` ≤ wk}. Ýòî âëå÷¼ò

λw` = φ(v
(`−1)
` , δ(v

(`−1)
` )) = tv

(`−1)
` ΦΦv

(`−1)
` = tv

(`−1)
` v

(`−1)
` ∈ R∗+.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî áàçèñ (v
(`)
1 , . . . , v

(`)
n ), îïðåäåë¼ííûé êàê

v
(`)
` :=

1√
λw`

v
(`−1)
` , v(`)w` :=

1√
λw`

δ(v
(`−1)
` ),

v
(`)
k := v

(`−1)
k −

φ(v
(`−1)
k , δ(v

(`−1)
` ))

λw`
v
(`−1)
` äëÿ âñåõ k ∈ Î \ {`, w`},

v
(`)
k := v

(`−1)
k äëÿ âñåõ k ∈ {1, . . . , n} \ Î,

ÿâëÿåòñÿ (w, ε)-äâîéñòâåííûì è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (20) è (21). �

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5 (b)�(d). Ïóñòü F = F(v1, . . . , vn), ãäå (v1, . . . , vn)
� (w, ε)-ñîïðÿæ¼ííûé áàçèñ. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, ìû èìååì

δ(〈v1, . . . , vk〉C) = 〈vwj : j ∈ {1, . . . , k}〉C ,

è ïîýòîìó

dim δ(〈v1, . . . , vk〉C) ∩ 〈v1, . . . , v`〉C = |{j ∈ {1, . . . , `} : w−1j ∈ {1, . . . , k}}|
= |{j ∈ {1, . . . , `} : wj ∈ {1, . . . , k}}|

äëÿ âñåõ k, ` ∈ {1, . . . , n}. Äàëåå, äëÿ ε ∈ {+1,−1} ìû ïîëó÷àåì

〈v1, . . . , v`〉C ∩ ker(δ − εid) = 〈vj : 1 ≤ wj = j ≤ ` è εj = ε〉C
+〈vj + εvwj : 1 ≤ wj < j ≤ `〉C .

Ñëåäîâàòåëüíî(
dim〈v1, . . . , v`〉C ∩ V+,dim〈v1, . . . , v`〉C ∩ V−

)n
`=1

= ς(w, ε).

Â èòîãå ýòî äà¼ò âêëþ÷åíèå

(24) O(w,ε) ⊂
{
F ∈ X : (δ(F),F) ∈ Ow è ς(δ : F) = ς(w, ε)

}
.

Òåïåðü ïóñòü (v1, . . . , vn) � (w, ε)-äâîéñòâåííûé áàçèñ. Òîãäà

〈v1, . . . , vn−k〉†C ∩ 〈v1, . . . , v`〉C = 〈vj : j ∈ {1, . . . , `} è wj > n− k〉C
= 〈vj : j ∈ {1, . . . , `} è (w0w)j ≤ k〉C ,

îòêóäà

dim〈v1, . . . , vn−k〉†C ∩ 〈v1, . . . , v`〉C = |{j ∈ {1, . . . , `} : (w0w)j ∈ {1, . . . , k}|
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äëÿ âñåõ k, ` ∈ {1, . . . , n}. Â ÷àñòíîñòè, ìû âèäèì, ÷òî

〈v1, . . . , v`〉C = 〈v1, . . . , v`〉C ∩ 〈v1, . . . , v`〉†C ⊕ 〈vj : j ∈ {1, . . . , `} è wj ≤ `〉C.
Ýòî âëå÷¼ò, ÷òî âåêòîðû vj (äëÿ 1 ≤ wj = j ≤ `) è 1√

2
(vj ± vwj ) (äëÿ 1 ≤

wj < j ≤ `) ñîñòàâëÿþò áàçèñ ôàêòîðïðîñòðàíñòâà 〈v1, . . . , v`〉C/〈v1, . . . , v`〉C ∩
〈v1, . . . , v`〉†C. Ýòîò áàçèñ φ-îðòîãîíàëåí è, ïîñêîëüêó (v1, . . . , vn) (w, ε)-äâîéñòâåíåí,
ìû èìååì

φ(vj , vj) = εj , åñëè wj = j;

 φ
( vj+vwj√

2
,
vj+vwj√

2

)
= 1,

φ
( vj−vwj√

2
,
vj−vwj√

2

)
= −1

åñëè wj < j.

Ïîýòîìó ñèãíàòóðà φ íà 〈v1, . . . , v`〉C/〈v1, . . . , v`〉C ∩ 〈v1, . . . , v`〉†C ýòî ïàðà(
|{j : wj = j ≤ `, εj = +1}|+ |{j : wj < j ≤ `}|,

|{j : wj = j ≤ `, εj = −1}|+ |{j : wj < j ≤ `}|
)
,

êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ `-ûì ýëåìåíòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ς(w, ε). Íàêîíåö, ìû
ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå

(25) O(w,ε) ⊂
{
F ∈ X : (F†,F) ∈ Ow0w è ς(φ : F) = ς(w, ε)

}
.

ßñíî, ÷òîK (ñîîòâåòñòâåííî,G0) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå (w, ε)-
ñîïðÿæ¼ííûõ áàçèñîâ (ñîîòâåòñòâåííî, (w, ε)-äâîéñòâåííûõ áàçèñîâ). Ïîýòîìó
ïîäìíîæåñòâà O(w,ε) (ñîîòâåòñòâåííî, O(w,ε)) ñóòü K-îðáèòû (ñîîòâåòñòâåííî,

G0-îðáèòû). Äàëåå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (24) è (25) ìû âèäèì, ÷òî ýòè îð-
áèòû ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Ïóñòü O ýòî K-îðáèòà â X. Îòìåòèì, ÷òî áàçèñ (e1, . . . , en) â V óäîâëåòâîðÿ-
åò δ(ej) = ±ej äëÿ âñåõ j, ñëåäîâàòåëüíî, ôëàã F0 := F(e1, . . . , en) óäîâëåòâî-
ðÿåò δ(F0) = F0. Èç [18] ñëåäóåò, ÷òî K-îðáèòà O ñîäåðæèò ýëåìåíòû âèäà gF0

äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G òàêîãî, ÷òî h := Φg−1Φg ∈ N ãäå, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå
ïðåäëîæåíèÿ 4, N ⊂ G îáîçíà÷àåò ïîäãðóïïó ìàòðèö ñ ðîâíî îäíèì íåíóëå-
âûì êîýôôèöèåíòîì â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå. Òàê êàê Φ ∈ N , òî
òîæå Φh ∈ N . Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà w ∈ Sn è êîíñòàíòû
t1, . . . , tn ∈ C∗ òàêèå, ÷òî ìàòðèöà Φh =:

(
ak,`

)
1≤k,`≤n ñîñòàâëåíà èç

ak,` = 0, åñëè ` 6= wk, ak,wk = tk äëÿ âñåõ k, ` ∈ {1, . . . , n}.
Ñîîòíîøåíèå Φh = g−1Φg ïîêàçûâàåò, ÷òî (Φh)2 = 1n. Ýòî äà¼ò w2 = id è
tktwk = 1 äëÿ âñåõ k; ïîýòîìó

twk = t−1k ïðè wk 6= k è εk := tk ∈ {+1,−1} ïðè wk = k.

Â äîïîëíåíèå, ïîñêîëüêó ìàòðèöà Φh ñîïðÿæåíà ìàòðèöå Φ, å¼ ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ +1 è −1 èìåþò ñîîòâåòñòâåííî êðàòíîñòè p è q, îòêóäà

(w, ε) ∈ In(p, q).

Äëÿ êàæäîãî k ∈ {1, . . . , n} ñ wk < k, ìû âûáåðåì sk ∈ C∗ òàê, ÷òîáû tk = s2k,

è ïîëîæèì swk = s−1k (òàê, ÷òîáû s2wk = t−1k = twk). Äàëåå, äëÿ êàæäîãî k ∈
{1, . . . , n} ñ wk = k, ïîëîæèì sk = 1. Ðàâåíñòâî Φg = gΦh äà¼ò

δ(g(skek)) = skΦgek = skg(Φh)ek = skg(twkewk) = s−1wkg(s2wkewk) = g(swkewk)

äëÿ âñåõ k ∈ {1, . . . , n} òàêèõ, ÷òî wk 6= k, è

δ(g(skek)) = δ(g(ek)) = Φgek = g(Φh)ek = g(εkek) = εkg(ek) = εkg(skek)
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äëÿ âñåõ k ∈ {1, . . . , n} òàêèõ, ÷òî wk = k. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî (g(s1e1), . . . ,
g(snen)) ÿâëÿåòñÿ (w, ε)-ñîïðÿæ¼ííûì áàçèñîì â V . Òàêèì îáðàçì

gF0 = gF(e1, . . . , en) = gF(s1e1, . . . , snen) = F(g(s1e1), . . . , g(snen)) ∈ O(w,ε).

Ñëåäîâàòåëüíî O = O(w,ε).
Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîäìíîæåñòâà O(w,ε) (äëÿ (w, ε) ∈ In(p, q)) ñóòü â òî÷íî-

ñòè K-îðáèòû â X. Òîãäà èç äâîéñòâåííîñòè Ìàöóêè âûòåêàåò, ÷òî ïîäìíîæå-
ñòâà O(w,ε) (äëÿ (w, ε) ∈ In(p, q)) ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè G0-îðáèòàìè â X. Ýòîò
ôàêò âëå÷¼ò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî (24) è (25) íà ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè.
Â èòîãå ìû äîêàçàëè ÷àñòè (b) è (c) óòâåðæäåíèÿ.

Íàêîíåö, ÷àñòü (a) ïîêàçûâåò, ÷òî äëÿ êàæäîé (w, ε) ∈ In(p, q) ïåðåñå÷åíèå
O(w,ε) ∩O(w,ε) ñîñòîèò èç åäèíîé K ∩G0-îðáèòû, è îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îðáèòû
O(w,ε) è O(w,ε) äâîéñòâåííû ïî Ìàöóêè (ñì. [11, 12]). Ýòî äîêàçûâàåò ÷àñòü (d)
óòâåðæäåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5 çàêîí÷åíî. �

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 6. Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå äâà
òåõíè÷åñêèõ óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1: Äëÿ êàæäîé èíâîëþöèè ñî çíàêàìè (w, ε) ∈ In(p, q) ìû èìååì
O(w,ε) ∩Xω = ∅, åñëè (w, ε) /∈ Iη,εn (p, q).

Óòâåðæäåíèå 2: Äëÿ êàæäîé èíâîëþöèè ñî çíàêàìè (w, ε) ∈ Iη,εn (p, q) åñòü
áàçèñ v = (v1, . . . , vn), ÿâëÿþùèéñÿ îäíîâðåìåííî (w, ε)-äâîéñòâåííûì è (w, ε)-
ñîïðÿæ¼ííûì, è óäîâëåòâîðÿþùèì (9).

Îïèðàÿñü íà óòâåðæäåíèÿ 1 è 2, ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé
(w, ε) ∈ In(p, q) âêëþ÷åíèÿ

{F(v) : v (w, ε)-ñîïðÿæ¼í è óäîâëåòâîðÿåò (9)} ⊂ O(w,ε) ∩Xω,(26)

{F(v) : v (w, ε)-äâîéñòâåíåí è óäîâëåòâîðÿåò (9)} ⊂ O(w,ε) ∩Xω,(27)

{F(v) : v (w, ε)-äâîéñòâåíåí è (w, ε)-ñîïðÿæ¼í è óäîâëåòâîðÿåò(28)

óñëîâèþ (9) }
⊂ O(w,ε) ∩O(w,ε) ∩Xω

î÷åâèäíî âûïîëíÿþòñÿ. Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî Oη,ε(w,ε), O
η,ε
(w,ε),

è Oη,ε(w,ε) ∩Oη,ε
(w,ε) âñå íåïóñòû, êîãäà (w, ε) ∈ Iη,εn (p, q). Ïî óòâåðæäåíèþ 1, ëåì-

ìå 1, è ïðåäëîæåíèþ 5 (c), K-îðáèòû â Xω ñóòü â òî÷íîñòè ïîäìíîæåñòâà
Oη,ε(w,ε). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîäìíîæåñòâà O(w,ε) ∩Xω (äëÿ (w, ε) ∈ In(p, q)) G0-

èíâàðèàíòíû è ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ïî äâîéñòâåííîñòè Ìàöóêè ñóùåñòâóåò áè-
åêöèÿ ìåæäó K-îðáèòàìè è G0-îðáèòàìè. Ýòî çàñòàâëÿåò Oη,ε

(w,ε) = O(w,ε) ∩Xω

áûòü åäèíîé G0-îðáèòîé ïðè (w, ε) ∈ Iη,εn (p, q), è O(w,ε) ∩Xω áûòü ïóñòûì ïðè
(w, ε) /∈ Iη,εn (p, q). Ýòî äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå 6 (b).

Ïîñêîëüêó îðáèòû O(w,ε),O(w,ε) ⊂ X äâîéñòâåííû ïî Ìàöóêè (ñì. ïðåäëî-
æåíèå 5 (d)), èõ ïåðåñå÷åíèå O(w,ε) ∩ O(w,ε) êîìïàêòíî, ïîýòîìó òî æå âåðíî
äëÿ âñåõ ïåðåñå÷åíèé Oη,ε(w,ε) ∩Oη,ε

(w,ε) ïðè (w, ε) ∈ Iη,εn (p, q). Ýòî âëå÷¼ò òî, ÷òî

Oη,ε(w,ε) è Oη,ε
(w,ε) äâîéñòâåííû ïî Ìàöóêè (ñì. [6]), è, ñîîòâåòñòâåííî, âûïîëíåíèå

÷àñòè (c) óòâåðæäåíèÿ .
Ïóñòü (w, ε) ∈ Iη,εn (p, q). Ïîñêîëüêó îðáèòû Oη,ε(w,ε) è Oη,ε

(w,ε) äâîéñòâåííû ïî

Ìàöóêè, èõ ïåðåñå÷åíèå � åäèíàÿK∩G0-îðáèòà. Ìíîæåñòâî â ëåâîé ÷àñòè (28)
íåïóñòî (ïî óòâåðæäåíèþ 2) è K ∩G0-èíâàðèàíòíî, ïîýòîìó ðàâåíñòâî èç (28)
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âûïîëíåíî. Ïî àíàëîãèè, ìíîæåñòâà â ëåâûõ ÷àñòÿõ (26) è (27) íåïóñòû (ïî
óòâåðæäåíèþ 2) è, ñîîòâåòñòâåííî, K- è G0-èíâàðèàíòíû. Ïîñêîëüêó Oη,ε(w,ε) =

O(w,ε) ∩Xω è Oη,ε
(w,ε) = O(w,ε) ∩Xω ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, K-îðáèòîé è G0-

îðáèòîé, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (26) è (27) ñóòü ðàâåíñòâà. Ýòî ïîêàçûâàåò ÷àñòü
(a) óòâåðæäåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 6 áóäåò çàâåðøåíî, êîãäà ìû
óñòàíîâèì óòâåðæäåíèÿ 1 è 2.

Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 1. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâA,B ⊂
V ìû èìååì A⊥ +B⊥ = (A ∩B)⊥, ïîýòîìó

(29) dimA⊥ ∩B⊥ + dimA+ dimB = dimA ∩B + dimV.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî îòîáðàæåíèå δ ñàìîñîïðÿæåíî (äëÿ òèïîâ BD1 è C2) èëè
àíòèñàìîñîïðÿæåíî (äëÿ òèïîâ C1 è D3) ïî îòíîøåíèþ ê ôîðìå ω, ïîýòîìó
ðàâåíñòâî δ(A)⊥ = δ(A⊥) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà A ⊂ V è
äëÿ âñåõ òèïîâ.

Ïóñòü (w, ε) ∈ In(p, q) òàêàÿ, ÷òîO(w,ε)∩Xω 6= ∅. Ïîëîæèì F = (F0, . . . , Fn) ∈
O(w,ε) ∩Xω.

Ïðèìåíÿÿ (29) ê A = δ (Fk) è B = F` äëÿ 1 ≤ k, ` ≤ n, ïîëó÷àåì
(30) dim δ (Fn−k) ∩ Fn−` + k + ` = dim δ (Fk) ∩ F` + n.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó F ∈ O(w,ε), ïðåäëîæåíèå 5 (b) äà¼ò

(31) dim δ (Fn−k) ∩ Fn−` = |{j = 1, . . . , n− ` : 1 ≤ wj ≤ n− k}|
è

dim δ (Fk) ∩ F` = |{j = 1, . . . , ` : 1 ≤ wj ≤ k}|(32)

= `− |{j = 1, . . . , ` : wj ≥ k + 1}|
= `− (n− k − |{j ≥ `+ 1 : wj ≥ k + 1}|)
= `+ k − n+ |{j = 1, . . . , n− ` : w0ww0(j) ≤ n− k}|

äëÿ âñåõ k, ` ∈ {1, . . . , n}. Ñðàâíèâàÿ (30)�(32), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî w = w0ww0.
Ïóñòü k ∈ {1, . . . , n} òàêîå, ÷òî wk = k. Ïîñêîëüêó ww0 = w0w, ìû èìååì

wn−k+1 = n − k + 1. Ïðèìåíÿÿ (29) äëÿ A = Fk (ñîîòâåòñòâåííî, A = Fk−1) è
B = V+, ìû ïîëó÷àåì

1 + dimFk−1 ∩ V+ − dimFk ∩ V+ = dimFn−k+1 ∩ V− − dimFn−k ∩ V−
äëÿ òèïîâ BD1 è C2 (ãäå V ⊥+ = V−), îòêóäà

εk = 1 ⇔ dimFk ∩ V+ = dimFk−1 ∩ V+ + 1

⇔ dimFn−k+1 ∩ V− = dimFn−k ∩ V− ⇔ εn−k+1 = 1

â ýòîì ñëó÷àå. Äëÿ òèïîâ C1 è D3 (ãäå V ⊥+ = V+), ìû ïîëó÷àåì

1 + dimFk−1 ∩ V+ − dimFk ∩ V+ = dimFn−k+1 ∩ V+ − dimFn−k ∩ V+ ,
îòêóäà òàêæå

εk = 1⇔ εn−k+1 = −1 .

Íà ýòîì ýòàïå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî èíâîëþöèÿ ñî çíàêàìè (w, ε) óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèÿì (i)�(ii) èç ðàçäåëà 3.3. ×òîáû çàêëþ÷èòü, ÷òî (w, ε) ∈ Iη,εn (p, q),
îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ òèïîâ C2 è D3 ìû èìååì wk 6= n− k + 1 ïðè âñåõ
k ≤ n

2 . Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî wk = n−k+ 1. Ïîñêîëüêó
F ∈ O(w,ε), òî ñóùåñòâóåò (w, ε)-ñîïðÿæ¼ííûé áàçèñ v = (v1, . . . , vn) òàêîé, ÷òî
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F = F(v). Òàêèì îáðàçîì, δ(vk) = vn−k+1 è ìû ìîæåì íàïèñàòü vk = v+k + v−k
è vn−k+1 = v+k − v

−
k . Äëÿ òèïà C2 ìû èìååì V ⊥+ = V− è ω àíòèñèììåòðè÷íà,

ïîýòîìó

ω(v+k + v−k , v
+
k − v

−
k ) = ω(v+k , v

+
k )− ω(v−k , v

−
k ) = 0− 0 = 0.

Äëÿ òèïà D3 ìû èìååì V ⊥+ = V+, V
⊥
− = V−, è ω ñèììåòðè÷íà, è ïîýòîìó

ω(v+k + v−k , v
+
k − v

−
k ) = −ω(v+k , v

−
k ) + ω(v−k , v

+
k ) = 0.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû âûâîäèì

Fn−k+1 = Fn−k + 〈vn−k+1〉C ⊂ F⊥k + F⊥k−1 ∩ 〈vk〉⊥C = F⊥k = Fn−k,

÷òî åñòü ïðîòèâîðå÷èå. Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2. Äëÿ k ∈ {1, . . . , n} ïîëîæèì k∗ = n− k + 1.
Çàïèøåì ω êàê

w = (c1; c′1) · · · (cs; c′s)(c′∗1 ; c∗1) · · · (c′∗s ; c∗s)(d1; d∗1) · · · (dt; d∗t ),

ãäå c1 < . . . < cs < c∗s < . . . < c∗1, cj < c′j 6= c∗j äëÿ âñåõ j, d1 < . . . < dt < d∗t <
. . . < d∗1. Îòìåòèì, ÷òî t = 0 äëÿ òèïîâ C2 è D3. Äàëåå, ìû îáîçíà÷èì

{a1 < . . . < ap−t−2s} := {k : wk = k, εk = 1},
{b1 < . . . < bq−t−2s} := {k : wk = k, εk = −1}.

Çàôèêñèðóåì φ-îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ V+

x+1 , . . . , x
+
t , y

+
1 , . . . , y

+
s , y

+∗
s , . . . , y+∗1 , z+1 , . . . , z

+
p−t−2s

è (−φ)-îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ V−

x−1 , . . . , x
−
t , y

−
1 , . . . , y

−
s , y

−∗
s , . . . , y−∗1 , z−1 , . . . , z

−
q−t−2s,

òàêèå, ÷òî â ñëó÷àÿõ BD1 è C2 (ãäå îãðàíè÷åíèå ω íà V+ è V− íåâûðîæäåíî)
èìååì

ω(x+j , x
+
j ) = ω(x−j , x

−
j ) = 1,

ω(y+j , y
+∗
j ) = ω(y−j , y

−∗
j ) = 1, ω(y+∗j , y+j ) = ω(y−∗j , y−j ) = ε,

ω(z+j , z
+
` ) =

{
1, åñëè j ≤ ` = p− t− 2s+ 1− j
ε, åñëè j > ` = p− t− 2s+ 1− j,

ω(z−j , z
−
` ) =

{
1, åñëè j ≤ ` = q − t− 2s+ 1− j
ε, åñëè j > ` = q − t− 2s+ 1− j,

è îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ ω íà áàçèñå ðàâíû 0. Äëÿ òèïîâ C1 è D3 (ãäå V ⊥+ = V+,

V ⊥− = V−, è, â ÷àñòíîñòè, p = q = n
2 â ýòîì ñëó÷àå) ìû òðåáóåì, ÷òîáû

ω(x+j , x
−
j ) = i, ω(x−j , x

+
j ) = εi,

ω(y+j , y
−∗
j ) = ω(y−j , y

+∗
j ) = 1, ω(y+∗j , y−j ) = ω(y−∗j , y+j ) = ε,

ω(z+j , z
−
` ) = εω(z−` , z

+
j ) =

{
1, åñëè ` = j̃ := n

2 − t− 2s+ 1− j è aj < bj̃
ε, åñëè ` = j̃ := n

2 − t− 2s+ 1− j è aj > bj̃ ,

è ÷òîáû îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ ω íà áàçèñå áûëè ðàâíû 0. Â îòëè÷èå îò çíà÷åíèé
ω(z±j , z

±
` ) â ñëó÷àÿõ BD1,C2, çíà÷åíèÿ ω(z+j , z

−
` ) â ñëó÷àÿõ C1,D3 íå ïîäëåæàò

îãðàíè÷àíèþ íî âûáðàíû òàê, ÷òîáû áàçèñ (v1, . . . , vn) íèæå óäîâëåòâîðÿë (9).
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Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ìû ñòðîèì áàçèñ (v1, . . . , vn) ñëåäóþùèì îáðàçîì

vdj =
x+j + ix−j√

2
, vd∗j =

x+j − ix
−
j√

2
,

vcj =
y+j + y−j√

2
, vc′j =

y+j − y
−
j√

2
, vc∗j =

y+∗j + y−∗j√
2

, vc′∗j =
y+∗j − y

−∗
j√

2
,

vaj = z+j , è vbj = z−j .

Ïðîñòî ïðîâåðèòü, ÷òî áàçèñ (v1, . . . , vn) ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî (w, ε)-äâîéñòâåííûì
è (w, ε)-ñîïðÿæ¼ííûì è, ÷òî îí óäîâëåòâîðÿåò (9). Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî óòâåðæäåíèÿ 2. �

4. Äâîéñòâåííîñòü îðáèò â èíä-ìíîãîîáðàçèÿõ îáîáù¼ííûõ ôëàãîâ

Ñëåäóÿ ñõåìå ðàçäåëà 3, ìû òåïåðü èçëîæèì íàøè ðåçóëüòàòû î äâîéñòâåí-
íîñòè îðáèò â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Âñå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäñòàâëåíû â
ðàçäåëå 4.5.

4.1. Òèïû A1 è A2. Îáîçíà÷åíèÿ òàêèå æå, êàê â ðàçäåëå 2.1.1. Äëÿ êàæäîãî
` ∈ N∗ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå `∗ ∈ N∗ òàêîå, ÷òî ω(e`, e`∗) 6= 0, è ýòî äà¼ò
áèåêöèþ ι : N∗ → N∗, ` 7→ `∗.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I∞(ι) - ìíîæåñòâî èíâîëëþöèé w : N∗ → N∗ òàêèõ, ÷òî
w(`) = `∗ äëÿ âñåõ êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà ` ∈ N∗. Â ÷àñòíîñòè, ìû èìååì
wι ∈ S∞ äëÿ âñåõ w ∈ I∞(ι). Ïóñòü I′∞(ι) ⊂ I∞(ι) � ïîäìíîæåñòâî èíâîëþöèé
áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê (òî åñòü, òàêèõ, ÷òî w(`) 6= ` äëÿ âñåõ ` ∈ N∗).

Ïóñòü σ : N∗ → (A,≺) � áèåêöèÿ íà ïîëíîñòüþ óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, è
ðàññìîòðèì èíä-ìíîãîîáðàçèå îáîáù¼ííûõ ôëàãîâ X(Fσ, E). Â ïðåäëîæåíèè
7 íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî K-îðáèòû è G0-îðáèòû â X(Fσ, E) ïàðàìåòðèçóþòñÿ
ýëåìåíòàìè I∞(ι) äëÿ òèïà A1, è ýëåìåíòàìè I′∞(ι) äëÿ òèïà A2.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü w ∈ I∞(ι). È v = (v1, v2, . . .) � áàçèñ V òàêîé, ÷òî

(33) v` = e` äëÿ âñåõ êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà ` ∈ N∗.
Íàçîâ¼ì v w-äâîéñòâåííûì, åñëè â äîïîëíåíèå ê (33) v óäîâëåòâîðÿåò

ω(v`, vk) =

{
0, åñëè ` 6= wk,
±1, åñëè ` = wk

äëÿ âñåõ k, ` ∈ N∗,

è íàçîâ¼ì v w-ñîïðÿæ¼ííûì, åñëè â äîïîëíåíèå ê (33)

γ(vk) = ±vwk äëÿ âñåõ k ∈ N∗.
ÏîëîæèìOw := {Fσ(v) : v � w-äâîéñòâåííûé} èOw := {Fσ(v) : v �w-ñîïðÿæ¼í-
íûé}, ãäå Ow è Ow � ïîäìíîæåñòâà èíä-ìíîãîîáðàçèÿ X(Fσ, E).

Îáîçíà÷åíèÿ. (a) Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå X :=
X(Fσ, E).
(b) Åñëè F � îáîáù¼ííûé ôëàã ñëàáî ñîãëàñîâàííûé ñ E, òî F⊥ := {F⊥ : F ∈
F} òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííûì ôëàãîì ñëàáî ñîãëàñîâàííûì ñ E.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (A∗,≺∗) ïîëíîñòüþ óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî
A∗ = A êàê ìíîæåñòâî è a ≺∗ a′, òîãäà è òîëüêî êîãäà a � a′. Îïðåäåëèì σ⊥ :
N∗ → (A∗,≺∗), ïîëàãàÿ σ⊥(`) = σ(`∗). Òîãäà F⊥σ = Fσ⊥ . Îòìåòèì, ÷òî F⊥ �
E-ñîèçìåðèì ñ Fσ⊥ , êîãäà F � E-ñîèçìåðèì ñ Fσ. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå

X→ X⊥ := X(Fσ⊥ , E), F 7→ F⊥
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êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàù¼ííîå îáîçíà÷åíèåOOO⊥w :=
(OOOσ⊥,σ)w äëÿ âñåõ w ∈ S∞.
(c) Çàìåòèì äàëåå, ÷òî γ(Fσ) = Fσ◦ι, è ÷òî γ(F) ∈ Xγ := X(Fσ◦ι, E) , êîãäà
F ∈ X. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàù¼ííîå îáîçíà÷åíèå OOOγw := (OOOσ◦ι,σ)w äëÿ
âñåõ w ∈ S∞.

Òàêèì îáðàçîì, X⊥×X =
⊔

w∈S∞

OOO⊥w è Xγ ×X =
⊔

w∈S∞

OOOγw (ñì. ïðåäëîæåíèå

2).

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü Iε∞(ι) = I∞(ι) äëÿ òèïà A1 è Iε∞(ι) = I′∞(ι) äëÿ
òèïà A2.

(a) Äëÿ âñåõ w ∈ Iε∞(ι), èìååì

Ow ∩Ow = {Fσ(v) : v w-äâîéñòâåíåí è w-ñîïðÿæ¼í} 6= ∅.

(b) Äëÿ êàæäîãî w ∈ Iε∞(ι), èìååì

Ow = {F ∈ X : (F⊥,F) ∈OOO⊥wι} è Ow = {F ∈ X : (γ(F),F) ∈OOOγwι}.

(c) Ïîäìíîæåñòâà Ow (äëÿ w ∈ Iε∞(ι)) ñóòü â òî÷íîñòè K-îðáèòû â X.
Ïîäìíîæåñòâà Ow (äëÿ w ∈ Iε∞(ι)) ñóòü â òî÷íîñòè G0-îðáèòû â
X. Äàëåå, Ow ∩Ow åñòü åäèíàÿ K ∩G0-îðáèòà.

4.2. Òèï A3. Îáîçíà÷åíèÿ òàêèå æå, êàê è â ðàçäåëå 2.1.2. Â ÷àñòíîñòè, ìû
ôèêñèðóåì ðàçëîæåíèå N∗ = N+ tN−, çàäàþùåå Φ êàê è â (3), è ìû ðàññìàò-
ðèâàåì ñîîòâåòñòâóþùóþ Ýðìèòîâó ôîðìó φ è èíâîëþöèþ δ íà V.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I∞(N+, N−) ìíîæåñòâî ïàð (w, ε), ñîñòîÿùèõ èç èíâîëþ-
öèè w : N∗ → N∗ è îòîáðàæåíèÿ ε : {` : w` = `} → {1,−1} òàêèõ, ÷òî ïîäìíî-
æåñòâà

N ′± = N ′±(w, ε) := {` ∈ N± : (w`, ε`) = (`,±1)}
óäîâëåòâîðÿþò

|N± \N ′±| = |{` ∈ N∓ : (w`, ε`) = (`,±1)}|+ 1

2
|{` ∈ N∗ : w` 6= `}| <∞.

Â ÷àñòíîñòè, w ∈ S∞.
Çàôèêñèðóåì áèåêöèþ σ : N∗ → (A,≺) íà ïîëíîñòüþ óïîðÿäî÷åííîå ìíîæå-

ñòâî. Ìû ïîêàæåì â ïðåäëîæåíèè 8, ÷òîK-îðáèòû èG0-îðáèòû èíä-ìíîãîîáðàçèÿ
X := X(Fσ, E) ïàðàìåòðèçóþòñÿ ýëåìåíòàìè èç I∞(N+, N−).

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü (w, ε) ∈ I∞(N+, N−). Áàçèñ v = (v1, v2, . . .) â V òà-
êîé, ÷òî v` = e` äëÿ âñåõ êðîìå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ` ∈ N∗, íàçîâ¼ì (w, ε)-
ñîïðÿæ¼ííûì, åñëè

δ(vk) =

{
vwk , åñëè wk 6= k,
εkvk, åñëè wk = k

äëÿ âñåõ k ∈ N∗,

è (w, ε)-äâîéñòâåííûì, åñëè

φ(vk, v`) =

 0, åñëè ` 6= wk,
1, åñëè ` = wk 6= k,
εk, åñëè ` = wk = k

äëÿ âñåõ k, ` ∈ N∗.

Ïîëîæèì O(w,ε) := {Fσ(v) : v � (w, ε)-ñîïðÿæ¼ííûé}, O(w,ε) :=
{Fσ(v) : v � (w, ε)-äâîéñòâåííûé}.
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Ïðèìå÷àíèå. (a) Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå ïîäïðîñòðàíñòâî â îáîáù¼ííîì ôëàãå
Fσ � δ-èíâàðèàíòíî, òî åñòü, δ(Fσ) = Fσ. Îòîáðàæåíèå X → X, F 7→ δ(F)
êîððåêòíî îïðåäåëåíî.
(b) Îáîçíà÷èì F † = {x ∈ V : φ(x, y) = 0 ∀y ∈ F} è F† := {F † : F ∈ F}; ïðè
ýòîì, F† ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííûì ôëàãîì ñëàáî ñîãëàñîâàííûì ñ E, êîãäà ýòî æå
âåðíî äëÿ F .

Êàê è â ðàçäåëå 4.1, ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç (A∗,≺∗) ïîëíîñòüþ óïîðÿäî÷ííîå
ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî A∗ = A è a ≺∗ a′, êîãäà a � a′. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
F†σ = Fσ† , ãäå σ† : N∗ → (A∗,≺∗) òàêîå, ÷òî σ†(`) = σ(`) äëÿ âñåõ ` ∈ N∗, è
ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì êîððåêòíî îïðåäåë¼ííîå îòîáðàæåíèå

X→ X† := X(Fσ† , E), F 7→ F†.

(c) Îáîçíà÷èì OOOw := (OOOσ,σ)w è OOO†w := (OOOσ†,σ)w; òîãäà

X×X =
⊔

w∈S∞

OOOw è X† ×X =
⊔

w∈S∞

OOO†w

(ñì. ïðåäëîæåíèå 2).

Ïðåäëîæåíèå 8. (a) Äëÿ êàæäîé (w, ε) ∈ I∞(N+, N−) ìû èìååì

O(w,ε) ∩O(w,ε) = {Fσ(v) : v (w, ε)-ñîïðÿæ¼í è (w, ε)-äâîéñòâåíåí} 6= ∅.

(b) Ïóñòü (w, ε) ∈ I∞(N+, N−) è F = {F ′a, F ′′a : a ∈ A} ∈ X. Òîãäà F ∈
O(w,ε) (ñîîòâåòñòâåííî, F ∈O(w,ε)), åñëè è òîëüêî åñëè

(δ(F),F) ∈OOOw (ñîîòâåòñòâåííî, (F†,F) ∈OOO†w)

è äëÿ âñåõ ` ∈ N∗ âûïîëíåíû óñëîâèÿ

dimF ′′σ(`) ∩V±/F
′
σ(`) ∩V± =

{
1, åñëè σ(w`) ≺ σ(`) èëè (w`, ε`) = (`,±1),
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå V± = 〈e` : ` ∈ N±〉C (ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî
n ∈ N∗

ς(φ : F ′′σ(`) ∩ Vn) = ς(φ : F ′σ(`) ∩ Vn) +


(1, 1), åñëè σ(w`) ≺ σ(`),
(1, 0), åñëè (w`, ε`) = (`, 1),
(0, 1), åñëè (w`, ε`) = (`,−1),
(0, 0), åñëè σ(w`) � σ(`),

ãäå Vn = 〈ek : k ≤ n〉C è ς(φ : F ) îáîçíà÷àåò ñèãíàòóðó φ íà F/F ∩F †).
(c) Ïîäìíîæåñòâà O(w,ε) ((w, ε) ∈ I∞(N+, N−)) ñóòü â òî÷íîñòè K-

îðáèòû â X. Ïîäìíîæåñòâà O(w,ε) ((w, ε) ∈ I∞(N+, N−)) ñóòü â

òî÷íîñòè G0-îðáèòû â X. Äàëåå, O(w,ε)∩O(w,ε) åñòü åäèíàÿ K∩G0-
îðáèòà.

4.3. Òèïû B, C, D. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V îáëàäàåò íåâûðîæäåííîé ñèììåò-
ðè÷åñêîé èëè ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé ω, îïðåäåëÿåìîé ìàòðèöåé Ω êàê è â
(2). Ïóñòü ι : N∗ → N∗, ` 7→ `∗ óäîâëåòâîðÿåò ω(e`, e`∗) 6= 0 äëÿ âñåõ `.

Çàôèêñèðóåì ðàçëîæåíèå N∗ = N+ t N− òàêîå, ÷òî N+, N− èëè îáà ι-
èíâàðèàíòíû èëè òàêèå, ÷òî ι(N+) = N−. Êàê è ðàíåå, ïóñòü φ è δ áóäóò
ñîîòâåòñòâåííî Ýðìèòîâîé ôîðìîé è èíâîëþöèåé â V, ñîãëàñîâàííûìè ñ ýòèì
ðàçëîæåíèåì. Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ðàçëè÷íûå ñëó÷àè.
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ω ñèììåòðè÷åñêàÿ
ε = 1

ω ñèìïëåêòè÷åñêàÿ
ε = −1

ι(N±) ⊂ N±
η = 1

òèï BD1 òèï C2

ι(N±) = N∓
η = −1

òèï D3 òèï C1

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Iη,ε∞ (N+, N−) ⊂ I∞(N+, N−) ïîäìíîæåñòâî ïàð (w, ε) òàêîå,
÷òî

(i) ιw = wι (ïîýòîìó ìíîæåñòâî {` : w` = `} ι-èíâàðèàíòíî);
(ii) ει(k) = ηεk äëÿ âñåõ k ∈ {` : w` = `};

è, åñëè ηε = −1:

(iii) wk 6= ι(k) äëÿ âñåõ k ∈ N∗.
Ïóñòü Fσ ÿâëÿåòñÿ ω-èçîòðîïíûì ìàêñèìàëüíûì îáîáù¼ííûì ôëàãîì, ñî-

ãëàñîâàííûì ñ E. Òàêèì îáðàçîì σ : N∗ → (A,≺) � áèåêöèÿ íà ïîëíîñòüþ óïî-
ðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (A,≺), îáëàäàþùåå (èíâîëþòèâíûì) àíòèàâòîìîðôèç-
ìîì óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ ιA : (A,≺)→ (A,≺) òàêèì, ÷òî σι = ιAσ. Ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî K-îðáèòû è G0-îðáèòû èíä-ìíîãîîáðàçèÿ
Xω := Xω(Fσ, E) íóìåðóþòñÿ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà Iη,ε∞ (N+, N−).

Ïðåäëîæåíèå 9. Ðàññìîòðèì áàçèñ v = (v1, v2, . . .) â V òàêîé, ÷òî

(34) ω(vk, v`) 6= 0, åñëè è òîëüêî åñëè ` = ι(k).

(a) Äëÿ êàæäîé ïàðû (w, ε) ∈ Iη,ε∞ (N+, N−) ìû èìååì

Oη,ε
(w,ε) := O(w,ε) ∩Xω = {Fσ(v) : v (w, ε)-ñîïðÿæ¼í è óäîâëåòâîðÿåò (34)} 6= ∅,

Oη,ε
(w,ε) := O(w,ε) ∩Xω = {Fσ(v) : v (w, ε)-äâîéñòâåíåí è óäîâëåòâîðÿåò (34)} 6= ∅,

Oη,ε
(w,ε) ∩Oη,ε

(w,ε) = {Fσ(v) : v (w, ε)-ñîïðÿæ¼í, (w, ε)-äâîéñòâåíåí

è óäîâëåòâîðÿåò (34)} 6= ∅.

(b) Ïîäìíîæåñòâà Oη,ε
(w,ε) ((w, ε) ∈ Iη,ε∞ (N+, N−)) ñóòü â òî÷íîñòè K-

îðáèòû â Xω. Ïîäìíîæåñòâà Oη,ε
(w,ε) ((w, ε) ∈ Iη,ε∞ (N+, N−)) ñóòü â

òî÷íîñòè G0-îðáèòû â Xω. Äàëåå, Oη,ε
(w,ε)∩O

η,ε
(w,ε) åñòü åäèíàÿ K∩G0-

îðáèòà.

4.4. Ñòðóêòóðà èíä-ìíîãîîáðàçèé. Â ýòîì ðàçäåëå ìû íàïîìèíàåì ñòðóê-
òóðó èíä-ìíîãîîáðàçèé íà X è Xω, ñì. [4].

Íàïîìíèì, ÷òî E = (e1, e2, . . .) � (ñ÷¼òíûé) áàçèñ â V. Çàôèêñèðóåì E-
ñîèçìåðèìûé ìàêñèìàëüíûé îáîáù¼ííûé ôëàã Fσ, ñîîòâåòñòâóþùèé íåêîòî-
ðîé áèåêöèè σ : N∗ → (A,≺) íà ïîëíîñòüþ óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, è ïîëî-
æèì X = X(Fσ, E).

Ïóñòü Vn := 〈e1, . . . , en〉C è ïóñòü Xn îáîçíà÷àåò ìíîãîîáðàçèå ïîëíûõ ôëà-
ãîâ â Vn îïðåäåë¼ííûõ êàê â (6). Èìåþòñÿ åñòåñòâåííûå âêëþ÷åíèÿ Vn ⊂ Vn+1

è

(35) GL(Vn) ∼= {g ∈ GL(Vn+1) : g(Vn) = Vn, g(en+1) = en+1} ⊂ GL(Vn+1).

Çàäàäèì GL(Vn)-ýêâèâàðèàíòíîå âëîæåíèå

ιn = ιn(σ) : Xn → Xn+1, (Fk)nk=0 7→ (F ′k)n+1
k=0 ,
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ïîëàãàÿ

F ′k :=

{
Fk , åñëè ak ≺ σ(n+ 1)
Fk−1 ⊕ 〈en+1〉C , åñëè ak � σ(n+ 1),

ãäå a1 ≺ a2 ≺ . . . ≺ an+1 � ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {σ(`) : 1 ≤ ` ≤ n + 1},
çàïèñàííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì öåïü âëîæåíèé
(ÿâëÿþùèõñÿ ìîðôèçìàìè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé)

· · · ↪→ Xn−1
ιn−1

↪→ Xn
ιn
↪→ Xn+1

ιn+1

↪→ · · · ,
è X ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðÿìîé ïðåäåë

X = X(Fσ, E) = lim
→
Xn.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîãî n ìû ïîëó÷àåì âëîæåíèå ι̂n : Xn ↪→ X, è, îòîæäåñòâ-
ëÿÿ Xn ñî ñâîèì îáðàçîì â X, ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü X â âèäå îáúåäèíåíèÿ
X =

⋃
n≥1Xn. Ïðè ýòîì, êàæäûé îáîáù¼ííûé ôëàã F ∈ X ïðèíàäëåæèò âñåì

Xn, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà nF . Íàïðèìåð, Fσ ∈ Xn äëÿ âñåõ n ≥ 1.
Áàçèñ v = (v1, . . . , vn) â Vn ìîæåò áûòü äîïîëíåí äî áàçèñà â V, îáîçíà÷àå-

ìîãî v̂ := (v1, . . . , vn, en+1, en+2, . . .) òàê, ÷òî

(36) ι̂n(F(vτ1 , . . . , vτn)) = Fσ(v̂)

(â îáîçíà÷åíèÿõ èç ðàçäåëîâ 2.2�2.3), ãäå τ = τ (n) ∈ Sn � ïåðåñòàíîâêà òàêàÿ,

÷òî σ(τ
(n)
1 ) ≺ . . . ≺ σ(τ

(n)
n ).

Íàïîìíèì, ÷òî èíä-òîïîëîãèÿ íà X îïðåäåëÿåòñÿ îáúÿâëåíèåì ïîäìíîæå-
ñòâà Z ⊂ X îòêðûòûì (ñîîòâåòñòâåííî, çàìêíóòûì), åñëè êàæäîå ïåðåñå÷åíèå
Z ∩Xn îòêðûòî (ñîîòâåòñòâåííî, çàìêíóòî).

ßñíî, ÷òî ñòðóêòóðà èíä-ìíîãîîáðàçèÿ íà X íå ìåíÿåòñÿ, åñëè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (Xn, ιn)n≥1 çàìåíèòü íà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Xnk , ι

′
k)k≥1, ãäå

ι′k := ιnk+1−1 ◦ · · · ◦ ιnk .
Äëÿ òèïà A3 (èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ èç ðàçäåëà 2.1) ïîäïðîñòðàíñòâî Vn ⊂

V îáëàäàåò îãðàíè÷åíèÿìè φ è δ , ïîýòîìó ìû ìîæåì îïðåäåëèòü Kn, G
0
n ⊂

GL(Vn) êàê â ðàçäåëå 3.2 è ñ óñëîâèåì, ÷òîáû âêëþ÷åíèÿ â (35) çàäàâàëè åñòå-
ñòâåííûå âêëþ÷åíèÿ Kn ⊂ Kn+1 è G

0
n ⊂ G0

n+1.
Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâîV îáëàäàåò íåâûðîæäåííîé ñèìïëåê-

òè÷åñêîé èëè ñèììåòðè÷åñêîé ôîðìîé ω îïðåäåëÿåìîé ìàòðèöåé Ω èç (2). Áëî-
êè J1, J2, . . . â ìàòðèöå Ω èìåþò ðàçìåð 1 èëè 2. Çàäàäèì nk := |J1|+ . . .+ |Jk|
òàê, ÷òîáû îãðàíè÷åíèå ω íà êàæäîå ïîäïðîñòðàíñòâî Vnk áûëî íåâûðîæäåíî.
Ïîýòîìó äëÿ òèïîâ A1, A2, BD1, C1, C2, è D3 ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïîäãðóïïû
Knk , G

0
nk
⊂ GL(Vnk) êàê â ðàçäåëå 3 è òàê, ÷òîáû âêëþ÷åíèÿ â (35) çàäàâàëè

åñòåñòâåííûå âêëþ÷åíèÿ

Knk ⊂ Knk+1
è G0

nk
⊂ G0

nk+1
.

Äàëåå, ïîäìíîãîîáðàçèå (Xnk)ω ⊂ Xnk èçîòðîïíûõ ôëàãîâ (îòíîñèòåëüíî
ôîðìû ω) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî êàê è â (7). Äëÿ ω-èçîòðîïíîãî îáîáù¼ííîãî
ôëàãà Fσ âêëþ÷åíèå ι′k : Xnk ↪→ Xnk+1

îòîáðàæàåò (Xnk)ω â (Xnk+1
)ω, è ìû

èìååì

Xω = Xω(Fσ, E) =
⋃
k≥1

(Xnk)ω è (Xnk)ω = Xω ∩Xnk äëÿ âñåõ k ≥ 1.

Â ÷àñòíîñòè, Xω � çàìêíóòîå èíä-ïîäìíîãîîáðàçèå X (êàê óòâåðæäàëîñü â
ïðåäëîæåíèè 3).
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4.5. Äîêàçàòåëüñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 7. Ïóñòü F = {F ′a, F ′′a : a ∈ A} = Fσ(v) äëÿ áà-
çèñà v = (v1, v2, . . .) âV. Ïóñòü w ∈ Iε∞(ι). Åñëè áàçèñ v ÿâëÿåòñÿ w-äâîéñòâåííûì,
òî

(F ′a)⊥ = 〈v` : σ(w`) � a〉C è (F ′′a )⊥ = 〈v` : σ(w`) � a〉C ,

ïîýòîìó F⊥ = Fσ⊥ιw(v); ýòî äà¼ò (F⊥,F) ∈ OOO⊥wι. Åñëè v � w-ñîïðÿæ¼ííûé, òî

γ(F ′a) = 〈v` : σ(w`) ≺ a〉C è γ(F ′′a ) = 〈v` : σ(w`) � a〉C ,

ñëåäîâàòåëüíî γ(F) = Fσw(v) è (γ(F),F) ∈ OOOγwι. Ýòî äîêàçûâàåò âêëþ÷åíèå
â ïðåäëîæåíèè 7 (b). Îòìåòèì ÷òî ýòè âêëþ÷åíèÿ óêàçûâàþò, â ÷àñòíîñòè, íà
òî, ÷òî ïîäìíîæåñòâà Ow, òàê æå êàê è Ow, ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Äëÿ w ∈ Iεnk ìû îïðåäåëèì ŵ : N∗ → N∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ŵ(`) =

{
τwτ−1(`), åñëè ` ≤ nk,
ι(`), åñëè ` ≥ nk + 1,

ãäå τ = τ (nk) : {1, . . . , nk} → {1, . . . , nk} � ïåðåñòàíîâêà òàêàÿ, ÷òî σ(τ1) ≺ . . . ≺
σ(τnk). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìû ïîëó÷àåì êîððåêòíî îïðåäåë¼ííîå (èíúåêòèâíîå)
îòîáðàæåíèå jk : Iεnk → Iε∞(ι), jk(w) := ŵ, è

(37) Iε∞(ι) =
⋃
k≥1

jk(Iεnk).

Äàëåå, åñëè äàí áàçèñ v = (v1, . . . , vnk) â Vnk è áàçèñ v̂ â V, ïîëó÷àåìûé äîáàâ-
ëåíèåì âåêòîðîâ e` äëÿ ` ≥ nk + 1, òî èìïëèêàöèÿ

(vτ1 , . . . , vτnk ) � w-äâîéñòâåííûé (ñîîòâåòñòâåííî, w-ñîïðÿæ¼ííûé)(38)

⇒ v̂ � ŵ-äâîéñòâåííûé (ñîîòâåòñòâåííî, ŵ-ñîïðÿæ¼ííûé)

î÷åâèäíî ñëåäóåò èç íàøåé êîíñòðóêöèè. Îòìåòèì, ÷òî

(39) Oŵ ∩Xnk = Ow è Oŵ ∩Xnk = Ow,

ãäå Ow,Ow ⊂ Xnk � îðáèòû èç îïðåäåëåíèÿ 4; â ñàìîì äåëå, âêëþ÷åíèÿ ⊃ â
(39) ñëåäóþò èç (36) è (38), â òî âðåìÿ êàê âêëþ÷åíèÿ ⊂ ñëåäóþò èç ïðåäëîæå-
íèÿ 4 (c) è ôàêòà, ÷òî ïîäìíîæåñòâà Oŵ, òàê æå êàê è Oŵ, ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
×àñòè (a) è (c) ïðåäëîæåíèÿ 7 òåïåðü ñëåäóþò èç (37)�(39) è ïðåäëîæåíèÿ
4 (a), (c). Èç ïðåäëîæåíèÿ 7 (a) ìû âûâîäèì, ÷òî ðàâåíñòâà â ïðåäëîæåíèÿõ
7 (b) ñïðàâåäëèâû, è çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî. �

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 8. Äëÿ êàæäîãî n ≥ 1 ïîëîæèì pn = |N+ ∩
{1, . . . , n}| è qn = |N− ∩ {1, . . . , n}|.

Ïóñòü F = {F ′a, F ′′a : a ∈ A} = Fσ(v) äëÿ íåêîòîðîãî áàçèñà v = (v1, v2, . . .)
V. Ïóñòü (w, ε) ∈ I∞(N+, N−). Åñëè v (w, ε)-ñîïðÿæ¼í, òî

δ(F ′a) = 〈v` : σ(w`) ≺ a〉C è δ(F ′′a ) = 〈v` : σ(w`) � a〉C
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òàê, ÷òî (δ(F),F) = (Fσw(v),Fσ(v)) ∈ OOOw. Äàëåå,

F ′′σ(`) ∩V+/F
′
σ(`) ∩V+ = 〈v`〉C, F ′′σ(`) ∩V− = F ′σ(`) ∩V− , åñëè (w`, ε`) = (`,+1),

F ′′σ(`) ∩V−/F
′
σ(`) ∩V− = 〈v`〉C, F ′′σ(`) ∩V+ = F ′σ(`) ∩V+ , åñëè (w`, ε`) = (`,−1),

F ′′σ(`) ∩V+/F
′
σ(`) ∩V+ = 〈v` + vw`〉C ,

F ′′σ(`) ∩V−/F
′
σ(`) ∩V− = 〈v` − vw`〉C , åñëè σ(w`) ≺ σ(`),

F ′′σ(`) ∩V+ = F ′σ(`) ∩V+, F
′′
σ(`) ∩V+ = F ′σ(`) ∩V+ , åñëè σ(w`) � σ(`),

÷òî äîêàçûâàåò ôîðìóëó äëÿ dimF ′′σ(`) ∩V±/F
′
σ(`) ∩V± èç ïðåäëîæåíèÿ 8 (b).

Åñëè v (w, ε)-äâîéñòâåíåí, òî ìû ïîëó÷àåì îäíîâðåìåííî

(F ′a)† = 〈v` : σ(w`) � a〉C è (F ′′a )† = 〈v` : σ(w`) � a〉C .
Ïîýòîìó (F†,F) = (Fσ†w(v),Fσ(v)) ∈ OOO†w. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n ≥ 1
ìû èìååì (w`, ε`) = (`,±1) äëÿ âñåõ ` ∈ N± ∩ {n + 1, n + 2, . . .} è v` = e` äëÿ
âñåõ ` ≥ n+ 1. Òàêèì îáðàçîì, ïàðà (w̌, ε̌) := (w|{1,...,n}, ε|{1,...,n}) ïðèíàäëåæèò
In(pn, qn), â òî âðåìÿ êàê ñîãëàñíî (36) èìååì

F = F(vτ1 , . . . , vτn).

Áàçèñ (vτ1 , . . . , vτn) â Vn (τ−1w̌τ, ε̌τ)-äâîéñòâåíåí, åñëè v (w, ε)-äâîéñòâåíåí; ïî-
ñëåäíÿÿ ôîðìóëà â ïðåäëîæåíèè 8 (b) òåïåðü ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 5 (b) è
äàííîãî íàáëþäåíèÿ. Â èòîãå, ýòî äîêàçûâàåò óñëîâèå íåîáõîäèìîñòè â ïðåä-
ëîæåíèè 8 (b), êîòîðîå ãàðàíòèðóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïîäìíîæåñòâà O(w,ε), òàê
æå êàê è ïîäìíîæåñòâà O(w,ε), ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Äîñòàòî÷íîñòü â ïðåäëîæå-
íèè 8 (b) ïîëó÷èòñÿ êàê òîëüêî ìû äîêàæåì ïðåäëîæåíèå 8 (a).

Äëÿ (w, ε) ∈ In(pn, qn) ïîëîæèì

(40) ŵ(`) =

{
τwτ−1(`) , åñëè ` ≤ n,
` , åñëè ` ≥ n+ 1

äëÿ âñåõ ` ∈ N∗,

ãäå τ = τ (n) ∈ Sn êàê è â (36), è

(41) ε̂(`) =

 ετ−1(`) , åñëè ` ≤ n,
1 , åñëè ` ≥ n+ 1, n ∈ N+,
−1 , åñëè ` ≥ n+ 1, n ∈ N−

äëÿ âñåõ ` ∈ N∗ òàêèõ, ÷òî ŵ` = `. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî (ŵ, ε̂) ∈ I∞(N+, N−),
è, ÷òî ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå jn : In(pn, qn) → I∞(N+, N−)
èíúåêòèâíî è

I∞(N+, N−) =
⋃
n≥1

jn(In(pn, qn)).

Áîëåå òîãî, èç íàøåãî ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî, åñëè äàí áàçèñ â v = (v1, . . . , vn)
â Vn è áàçèñ v̂ â V ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì âåêòîðîâ e` äëÿ ` ≥ n+ 1, òî âåðíà
èìïëèêàöèÿ:

(vτ1 , . . . , vτn) � (w, ε)-ñîïðÿæ¼ííûé (ñîîòâåòñòâåííî, äâîéñòâåííûé)

⇒ v̂ � (ŵ, ε̂)-ñîïðÿæ¼ííûé (ñîîòâåòñòâåííî, äâîéñòâåííûé).

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 7 ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

(42) O(ŵ,ε̂) ∩Xn = O(w,ε) è O(ŵ,ε̂) ∩Xn = O(w,ε),

ãäå O(w,ε),O(w,ε) ⊂ Xn êàê è â îïðåäåëåíèè 5. ×àñòè (a) è (c) ïðåäëîæåíèÿ 8
òîãäà ñëåäóþò èç ïðåäëîæåíèé 5 (a) è (c). �
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 9. Ïóñòü n ∈ {n1, n2, . . .} (ãäå nk = |J1| + . . . +
|Jk| êàê è ðàíåå) è (pn, qn) = (|N+ ∩ {1, . . . , n}|, |N− ∩ {1, . . . , n}|) è ïóñòü τ =
τ (n) : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} � ïåðåñòàíîâêà òàêàÿ, ÷òî σ(τ1) ≺ . . . ≺ σ(τn).
Ïîñêîëüêó îáîáù¼ííûé ôëàã Fσ ω-èçîòðîïåí, äîëæíî áûòü âûïîëíåíî

ι(τ`) = τn−`+1 äëÿ âñåõ ` ∈ {1, . . . , n}.
Ýòî íàáëþäåíèå ëåãêî âëå÷¼ò òî, ÷òî îòîáðàæåíèå jn îïðåäåë¼ííîå â äîêàçà-
òåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 8 îãðàíè÷èâàåòñÿ äî êîððåêòíî îïðåäåë¼ííîãî èíúåê-
òèâíîãî îòîáðàæåíèÿ

jn : Iη,εn (pn, qn)→ Iη,ε∞ (N+, N−)

òàêîãî, ÷òî

Iη,ε∞ (N+, N−) =
⋃
k≥1

jnk(Iη,εnk (pnk , qnk)).

Èç (42) äëÿ (ŵ, ε̂) = jn(w, ε) ìû ïîëó÷àåì

(43) Oη,ε
(ŵ,ε̂) ∩ (Xn)ω = Oη,ε(w,ε) è Oη,ε

(ŵ,ε̂) ∩ (Xn)ω = Oη,ε
(w,ε).

Ïðåäëîæåíèå 9 ëåãêî ñëåäóåò èç ýòîãî ôàêòà è ïðåäëîæåíèÿ 6. �

5. Ñëåäñòâèÿ

Ñëåäñòâèå 1. Îòîáðàæåíèå äâîéñòâåííîñòè Ξ èç òåîðåìû 1 (b) çàâèñèò
îò âûáîðà G, B, K è G0, íî íå îò âûáîðà áàçèñà E, èñïîëüçóåìîãî âûøå
â ïîñòðîåíèè G, B, K è G0. Â ÷àñòíîñòè, Ξ íå çàâèñèò îò èñ÷åðïàíèÿ
X =

⋃
n≥1Xn, îïðåäåëÿåìîãî E è óïîìèíåìîãî â òåîðåìå 1 (b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò ñðàçó èç êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû
(1) è èç íàáëþäåíèÿ, ÷òî, åñëè X =

⋃
n≥1Xn è X =

⋃
n′≥1X

′
n′ , ñóòü äâà èñ÷åð-

ïàíèÿ èíä-ìíîãîîáðàçèÿ X, òî, äëÿ ëþáûõ n0 è n
′
0 ñóùåñòâóþò n1 è n

′
1 òàêèå,

÷òî Xn0 ∪X ′n′0 ⊂ Xn1 è Xn0 ∪X ′n′0 ⊂ X
′
n′1
. �

Âòîðîå ñëåäñòâèå óòâåðæäàåò, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ K- è G0-îðáèò íà G/B
íà ñàìîì äåëå çàâèñèò òîëüêî îò òðîéêè

(
G,K,G0

)
, íî íå çàâèñèò îò âûáîðà

èíä-ìíîãîîáðàçèÿ G/B.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü E,G,K,G0 � òàêèå æå, êàê â ðàçäåëå 2.1. Ïóñòü Fσj
(j = 1, 2) � äâà E-ñîèçìåðèìûõ ìàêñèìàëüíûõ îáîáù¼ííûõ ôëàãà, êîòîðûå
ω-èçîòðîïíû äëÿ òèïîâ B,C,D, è ïóñòü Xj = G/BFσj . Òîãäà ñóùåñòâóþò

åñòåñòâåííûå áèåêöèè

X1/K ∼= X2/K è X1/G
0 ∼= X2/G

0,

êîòîðûå êîììóòèðóþò ñ äâîéñòâåííîñòüþ èç òåîðåìû 1.

Äàëåå, ïðÿìîé ïîäñ÷¼ò ïàðàìåòðîâ äà¼ò:

Ñëåäñòâèå 3. Â ñëåäñòâèè 2 ìíîæåñòâà îðáèò Xj/K è Xj/G
0 âñåãäà áåñ-

êîíå÷íû.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ñëåäñòâèå 2, òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà
îðáèò íàG/B íå îäèíàêîâû äëÿ ðàçëè÷íûõ Áîðåëåâñêèõ èíä-ïîäãðóïï B ⊂ G.
Ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå óñòàíàâëèâàåò êðèòåðèè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îòêðûòûõ
è çàìêíóòûõ îðáèò íà G/B = X (Fσ, E).
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Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü E,G,K,G0 � òàêèå, êàê â ðàçäåëå 2.1, è ïóñòü Fσ
� E-ñîèçìåðèìûé ìàêñèìàëüíûé îáîáù¼ííûé ôëàã, ω-èçîòðîïíûé äëÿ òè-
ïîâ B,C,D, ãäå σ : N∗ → (A,≺) � áèåêöèÿ íà ïîëíîñòüþ óïîðÿäî÷åííîå ìíî-
æåñòâî. Ïóñòü X = G/BFσ ; òî åñòü, X = X(Fσ, E) äëÿ òèïà A, è X =
Xω(Fσ, E) äëÿ òèïîâ B,C,D.

(a1) Äëÿ òèïà A1, X îáëàäàåò îòêðûòîé K-îðáèòîé (ýêâèâàëåíòíî, çà-
ìêíóòîé G0-îðáèòîé), åñëè è òîëüêî åñëè ι(`) = ` äëÿ âñåõ `� 1 (òî
åñòü, åñëè ìàòðèöà Ω èç (2) ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî äèàãîíàëíûõ
áëîêîâ ðàçìåðà 2).

(a2) Äëÿ òèïà A2, X îáëàäàåò îòêðûòîé K-îðáèòîé (ýêâèâàëåíòíî, çà-
ìêíóòîé G0-îðáèòîé),åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ âñåõ ` � 1 ýëåìåíòû
σ(2` − 1), σ(2`) � ïîñëåäîâàòåëüíûå â A, è ÷èñëî |{k < 2` − 1 : σ(k) ≺
σ(2`− 1)}| � ÷¼òíîå.

(a′12) Äëÿ òèïîâ A1 è A2, X èìååò íå áîëåå îäíîé çàìêíóòîé K-îðáèòû
(ýêâèâàëåíòíî,íå áîëåå îäíîé îòêðûòîé G0-îðáèòû). X èìååò çà-
ìêíóòóþ K-îðáèòó (ýêâèâàëåíòíî, îòêðûòóþ G0-îðáèòó), åñëè è
òîëüêî åñëè X ñîäåðæèò ω-èçîòðîïíûå îáîáù¼ííûå ôëàãè. Ýòî ïî-
ñëåäíåå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ èíâîëþòèâíîãî àâòî-
ìîðôèçìà óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ ιA : (A,≺)→ (A,≺) òàêîãî, ÷òî
ιAσ(`) = σι(`) äëÿ âñåõ `� 1.

(a3) Äëÿ òèïà A3, X èìååò âñåãäà áåêîíå÷íî ìíîãî çàìêíóòûõ K-îðáèò
(ýêâèâàëåíòíî, áåñêîíå÷íî ìíîãî G0-îðáèò). X îáëàäàåò îòêðûòîé
K-îðáèòîé (ýêâèâàëåíòíî, çàìêíóòîé G0-îðáèòîé), åñëè è òîëüêî
åñëè d := min{|N+|, |N−|} < ∞ è Fσ ñîäåðæèò ïîäïðîñòðàíñòâà ðàç-
ìåðíîñòè d è êîðàçìåðíîñòè d.

(bcd) Äëÿ òèïîâ B,C,D, X èìååò âñåãäà áåñêîíå÷íî ìíîãî çàìêíóòûõ K-
îðáèò (ýêâèâàëåíòíî, áåñêîíå÷íî ìíîãî îòêðûòûõ G0-îðáèò). Äëÿ
òèïîâ C1 è D3, X íå èìååò îòêðûòûõ K-îðáèò (ýêâèâàëåíòíî, íå
ñîäåðæèò çàìêíóòûõ G0-îðáèò). Äëÿ òèïîâ BD1 è C2, X èìååò îò-
êðûòóþ K-îðáèòó (ñîîòâåòñòâåííî, çàìêíóòóþ G0-îðáèòó), åñëè è
òîëüêî åñëè d := min{|N+|, |N−|} < ∞ è Fσ èìååò ïîäïðîñòðàíñòâî
ðàçìåðíîñòè d ( ýêâèâàëåíòíî, ñîäåðæèò ïîäïðîñòðàíñòâà êîðàçìåð-
íîñòè d).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç çàìå÷àíèé 4 è 5, ïðåäëîæåíèé 7,
8, 9 è ðàâåíñòâ (39), (42), (43). �

Ñëåäñòâèå 5. Åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, â êîòîðîì X èìååò îäíîâðåìåííî îò-
êðûòûå è çàìêíóòûå K-îðáèòû (ýêâèâàëåíòíî, îòêðûòûå è çàìêíóòûå G0-
îðáèòû), ýòî òèïû A3, BD1, C2 êîãäà d := min{|N+|, |N−|} < ∞ è Fσ ñîäåð-
æèò ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè d è êîðàçìåðíîñòè d.

Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

�1: N∗, |A|, Sn, S∞, (k; `)

�2.1: G(E), G(E,ω), Ω, ω, γ, Φ, φ, δ

�2.2: F(v1, . . . , vn), Ow
�2.3: Fσ(v), Fσ, PF , BF , X(F , E), (OOOτ,σ)w, Xω(F , E)

�3.1: F⊥, γ(F), In, I
′
n, Ow, Ow



34 Èâàí Ïåíêîâ è Ëóêà Ôðåññ

�3.2: δ(F), F†, ς(φ : F), ς(δ : F), ς(w, ε), In(p, q), O(w,ε), O(w,ε)

�3.3: Iη,εn (p, q), Oη,ε(w,ε), O
η,ε
(w,ε)

�4.1: ι, I∞(ι), I′∞(ι), Ow, Ow, (A∗,≺∗), σ⊥, X⊥, Xγ , OOO⊥w , OOOγw
�4.2: I∞(N+, N−), O(w,ε), O(w,ε), σ

†, X†, OOOw, OOO†w
�4.3: Iη,ε∞ (N+, N−), Oη,ε

(w,ε), O
η,ε
(w,ε)

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] À. À. Baranov: Finitary simple Lie algebras. J. Algebra 219 (1999), 299�329.

[2] M. Berger: Les espaces sym�etriques non compacts. Ann. Sci. �Ecole Norm. Sup. 74 (1957)
85�177.

[3] M. Brion and G. Helminck: On orbit closures of symmetric subgroups in �ag varities. Canad.
J. Math. 52 (2000), 265�292.

[4] I. Dimitrov and I. Penkov: Ind-varieties of generalized �ags as homogeneous spaces for classical
ind-groups. Int. Math. Res. Not. 2004 (2004), 2935�2953.

[5] L. Fresse and I. Penkov: Schubert decompositions for ind-varieties of generalized �ags. Asian
J. Math., to appear.

[6] S. Gindikin and T. Matsuki: Stein extensions of Riemannian symmetric spaces and dualities
of orbits on �ag manifolds. Transform. Groups 8 (2003), 333�376.

[7] G. Fels, A. Huckleberry, and J. A. Wolf: Cycle spaces of �ag domains. A complex geometric
viewpoint. Progr. Math., vol. 245, Birkh�auser, Boston, MA, 2006.

[8] M. V. Ignatyev and I. Penkov: Ind-varieties of generalized �ags: a survey of results. Preprint
(2016).

[9] M. V. Ignatyev, I. Penkov, and J. A. Wolf: Real group orbits on �ag ind-varieties of SL(∞,C).
In: Lie Theory and Its Applications in Physics, pp. 111�135. Springer Proc. Math. Stat., vol.
191, Springer, Singapore, 2016.

[10] J. C. Jantzen: Nilpotent orbits in representation theory. Lie theory, 1�211, Progr. Math., vol.
228, Birkh�auser Boston, Boston, MA, 2004.

[11] T. Matsuki: The orbits of a�ne symetric spaces under the action of minimal parabolic
subgroups. J. Math. Soc. Japan. 31 (1979) 331�357.

[12] T. Matsuki: Closure relations for orbits on a�ne symmetric spaces under the action of
parabolic subgroups. Intersections of associated orbits. Hiroshima Math. J. 18 (1988) 59�
67.

[13] T. Matsuki and T. Oshima: Embeddings of discrete series into principal series. In: The orbit
method in representation theory (Copenhagen, 1988), pp. 147�175. Progr. Math., vol. 82,
Birkh�auser, Boston, MA, 1990.

[14] K. Nishiyama: Enhanced orbit embedding. Comment. Math. Univ. St. Pauli 63 (2014), 223�
232.

[15] A. L. Onishchik and �E. B. Vinberg: Lie groups and algebraic groups. Translated from the
Russian and with a preface by D. A. Leites. Springer Series in Soviet Mathematics. Springer-
Verlag, Berlin, 1990.

[16] T. Ohta: The closures of nilpotent orbits in the classical symmetric pairs and their
singularities. Tohoku Math. J. 43 (1991), 161�211.

[17] T. Ohta: An inclusion between sets of orbits and surjectivity of the restriction map of rings
of invariants. Hokkaido Math. J. 37 (2008), 437�454.

[18] R. W. Richardson and T. A. Springer: The Bruhat order on symmetric varieties. Geom.
Dedicata 35 (1990), 389�436.

[19] J. A. Wolf: The action of a real semisimple Lie group on a complex �ag manifold. I: Orbit
structure and holomorphic arc components. Bull. Amer. Math. Soc. 75 (1969), 1121�1237.

[20] J. A. Wolf: Cycle spaces of in�nite dimensional �ag domains. Annals of Global Analysis and
Geometry 50 (2016), 315�346.

[21] A. Yamamoto: Orbits in the �ag variety and images of the moment map for classical groups
I. Represent. Theory 1 (1997), 329�404.



ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ ÎÐÁÈÒ Â ÈÍÄ-ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÕ... 35

Óíèâåðñèòåò Ëîòàðèíãèè, Íàö. Öåíòð Íàó÷í. Èññë., Ëîòàðèíãñêèé Èíñòèòóò

èì. Ýëè Êàðòàíà, Îáúåä. Èññë. Ïîäðàçäåë. 7502, Âàíä¼âð â Íàíñè, F-54506 Ôðàí-

öèÿ

E-mail address: lucas.fresse@univ-lorraine.fr

Óíèâåðñèòåò ßêîáñà â Áðåìåíå, Êàìïóñ Ðèíã 1, 28759 Áðåìåí, Ãåðìàíèÿ

E-mail address: i.penkov@jacobs-university.de


